Абстрактные приближенные схемы: [учебно-методическое пособие] by Плещинский Н. Б. (Николай Борисович)
1. Ââåäåíèå
Àáñòðàêòíîé ïðèáëèæåííîé ñõåìîé áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî çàäà÷, àïïðîêñèìèðóþùèõ èñõîäíóþ àáñòðàêòíóþ çàäà-
÷ó.
Àáñòðàêòíàß çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íóæíî íàéòè ýëåìåíò, óäîâëåòâîðßþùèé
çàäàííûì óñëîâèßì. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñß ñëó÷àé, êîãäà ýòè óñëî-
âèß ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèß
F (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y, (1.1)
ãäå F : X → Y  îòîáðàæåíèå (èëè îïåðàòîð), äåéñòâóþùåå èç ìíî-
æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y . Åñëè Y  ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî âñåãäà
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (1.1) ñòîèò íóëåâîé ýëå-
ìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëîâî "àïïðîêñèìèðîâàòü" áóäåì ïîíèìàòü
êàê "çàìåíèòü íà áëèçêèé". Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñß, ÷òî àïïðîêñèìè-
ðóþùàß çàäà÷à ïðîùå äëß èññëåäîâàíèß, ÷åì èñõîäíàß. Â êàêîì ñìûñëå
äâå çàäà÷è, äâà îòîáðàæåíèß èëè äâà ìíîæåñòâà ñëåäóåò ñ÷èòàòü áëèç-
êèìè  óòî÷íèì ïîçæå.
Ïóñòü óðàâíåíèå
F (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y (1.2)
àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå (1.1), çäåñü ìíîæåñòâà X è Y àïïðîêñèìèðó-
þò ìíîæåñòâà X è Y , îòîáðàæåíèå F : X → Y àïïðîêñèìèðóåò îòîáðà-
æåíèå F .
Êàê ïðàâèëî, óðàâíåíèß âèäà (1.2) ïî ïîñòðîåíèþ îáðàçóþò ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî. ×àùå âñåãî òàêîå ñåìåéñòâî ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé. Ýòî ëåãêî óâèäåòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå,
êîãäà èñêîìûé ýëåìåíò x  ôóíêöèß, à àïïðîêñèìèðóþùèé åãî ýëåìåíò
x  âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç åå çíà÷åíèé â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèß èëè èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèß ôóíê-
öèè ïî íåêîòîðîìó áàçèñó. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîê-
ñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé âèäà
F
(n)
(x(n)) = y(n), x(n) ∈ X(n), y(n) ∈ Y (n) (1.3)
 ïðèáëèæåííàß ñõåìà äëß óðàâíåíèß (1.1).
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Â ëèíåéíîì ñëó÷àå èñõîäíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå áóäåì çàïèñû-
âàòü â âèäå
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y,
çäåñü A : X → Y  ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X â Y . Òîãäà
àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííàß ñõåìà 
A
(n)
x(n) = y(n), x(n) ∈ X(n), y(n) ∈ Y (n).
Àáñòðàêòíàß çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà íå òîëüêî â âèäå îïå-
ðàòîðíîãî óðàâíåíèß, íî è êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, êàê
çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß, èëè êàê ýêñòðåìàëüíàß çàäà÷à, èëè êàê-
òî åùå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð ñåìåéñòâà çàäà÷ â ïðèáëèæåííîé ñõåìå
íå îáßçàòåëüíî äîëæåí áûòü öåëî÷èñëåííûì.
Ïðè õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè âïîëíå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà òî÷íîé çàäà÷è ïåðåíîñßòñß íà àïïðîêñèìèðóþùóþ çà-
äà÷ó, è íàîáîðîò. Ïðè ýòîì, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïîäðàçóìåâàåòñß,
÷òî èìåòü äåëî ñ àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷åé ñóùåñòâåííî óäîáíåå, ÷åì
ñ èñõîäíîé.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåøåíèå x àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è,
âîîáùå ãîâîðß, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X. Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì òî÷íîé çàäà÷è (1.1) ýëåìåíò x˜ ìíîæåñòâà X,
ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëßöèè. Èíòåðïîëßöèß â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ßâëßåòñß îïåðàöèåé, îáðàòíîé ê àïïðîêñèìàöèè,  ýëåìåíò x˜
êàêèì-òî ñïîñîáîì ñòðîèòñß ïî ýëåìåíòó x. Òîëüêî åñëè X ⊂ X, òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü, ÷òî x  ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèáëèæåííûõ ñõåì, ìíîãèå èç íèõ
áóäóò ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â äàëüíåéøåì.
1. Áåñêîíå÷íàß ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè,
êîðîòêî, ÁÑËÀÓ)
+∞∑
j=1
akj xj = yk, k = 1, 2, . . .
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ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìåòîäîì óñå÷åíèß çàìåíßåòñß íà êîíå÷íóþ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)
n∑
j=1
akj xj = yk, k = 1 . . n.
Ïðè ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíûé âåêòîð {xj} (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) àïïðîê-
ñèìèðóåòñß n-ìåðíûì âåêòîðîì.
2. Ìåòîä Ýéëåðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è Êîøè äëß îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß 1-ãî ïîðßäêà
y′ = f(x, y), y(x0) = y0
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèß yj, j = 1 . . n èñêîìîé
ôóíêöèè y(x) â òî÷êàõ xj, j = 1 . . n âû÷èñëßþòñß ïî ôîðìóëå
yj+1 = yj + f(xj, yj)(xj+1 − xj), j = 0 . . n− 1; y0 = y0.
Èíòåðïîëßöèîííûé ïîëèíîì Pn(x), ïðèíèìàþùèé ïðè x = xj çíà÷åíèß
yj, ðàññìàòðèâàåòñß êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.
3. Ïðè ðåøåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ ñõåì èñêîìàß â îáëàñòè
ôóíêöèß çàìåíßåòñß íà ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ  çíà÷åíèß ýòîé ôóíêöèè â
âûáðàííûõ â îáëàñòè òî÷êàõ (óçëàõ èíòåðïîëßöèè). Óðàâíåíèå Ïóàññîíà
â ïðßìîóãîëüíèêå D, íàïðèìåð,
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
= f(x, y), (x, y) ∈ D
àïïðîêñèìèðóåòñß ÑËÀÓ âèäà
uk,j+1 + uk,j−1 − 2uk,j
∆x2
+
uk+1,j + uk−1,j − 2uk,j
∆y2
= fk,j,
k = 1 . . n, j = 1 . . m,
ãäå uk,j = u(xk, yj), fk,j = f(xk, yj); (xk, yj)  óçëû èíòåðïîëßöèè, ïðè-
÷åì xk+1 = xk +∆x, k = 0 . . n− 1, yj+1 = yj +∆y, j = 0 . . m− 1.
6
4. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Ôðåäãîëüìà 2-
ãî ðîäà
x(t) +
β∫
α
x(τ)K(τ, t) dτ = f(t), t ∈ (α, β)
òàêæå ìîæíî èñêàòü çíà÷åíèß ôóíêöèè x(t) â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ (óçëàõ) tj, j = 1 . . n îòðåçêà [α, β]. Åñëè çàìåíèì èíòåãðàë â
ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèß íà êîíå÷íóþ ñóììó ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå
β∫
α
x(τ)K(τ, t) dτ ≈
n∑
j=1
Aj x(tj)K(tj, t)
è ïîòðåáóåì, ÷òîáû óðàâíåíèå áûëî âûïîëíåíî ïðè âñåõ t = tk, k =
1 . . n, òî ïîëó÷èì ÑËÀÓ
x(tk) +
n∑
j=1
Aj x(tj)K(tj, tk) = f(tk), k = 1 . . n.
5. Ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûáåðåì äâå íåçàâèñè-
ìûå ñèñòåìû ôóíêöèé íà (α, β): ϕj(·) è ψj(·), j = 1 . . n. Áóäåì èñêàòü
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß â âèäå
x˜(·) =
n∑
j=1
aj ϕj(·)
òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû aj óäîâëåòâîðßëè ñèñòåìå óðàâíåíèé
β∫
α
[ n∑
j=1
aj
(
ϕj(t) +
β∫
α
ϕj(τ)K(τ, t) dτ − f(t)
)]
ψk(t) dt = 0, k = 1 . . n.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ÑËÀÓ è îáðàçóåò ïðèáëèæåííóþ ñõåìó.
Îòìåòèì, ÷òî òî÷íûå è àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèß â ïðèìåðàõ 1,
3, 4 è 5  ëèíåéíûå, à â çàäà÷å 2  íåò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìåòîä Ãàëåð-
êèíà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà íåëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß,
 ýòîì àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèß òàêæå áóäóò íåëèíåéíûìè.
Åñëè èñõîäíàß çàäà÷à ßâëßåòñß ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íåêîòîðîãî
ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, òî îöåíèâàòü êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî
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ðåøåíèß ìîæíî, íàïðèìåð, ñðàâíèâàß åãî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-
ìè. Â îáùåì ñëó÷àå íóæíî ïðîâåñòè òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðèáëè-
æåííîé ñõåìû è îòâåòèòü ïðè ýòîì íà ðßä âîïðîñîâ, ñâßçàííûõ â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèé òî÷íîãî è àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèé, à òàêæå ñ ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèß, òî åñòü ñ îöåíêîé áëèçîñòè ýëåìåíòîâ x è x˜. Ïðè ýòîì âàæíî
óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîé ñõåìû, òî åñòü ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Êðîìå
òîãî, æåëàòåëüíî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ò. å. çàâèñèìîñòü ïî-
ãðåøíîñòè ðåøåíèß îò ïàðàìåòðà ïðèáëèæåííîé ñõåìû.
2. Îïåðàòîðû è îïåðàòîðíûå óðàâíåíèß.
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû
Ïóñòü X è Y  äâà ìíîæåñòâà. Ãîâîðßò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D(F ) ⊆ X
çàäàíî îòîáðàæåíèå (èëè îïåðàòîð) F , äåéñòâóþùåå èç X â Y , åñëè
êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ D(F ) ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò y ∈ Y . Ïðèíßòû òàêèå îáîçíà÷åíèß: F : X → Y (äåéñòâóåò) è
F : x 7→ y (ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå). Ìíîæåñòâî D(F )  îáëàñòü
îïðåäåëåíèß îòîáðàæåíèß F è R(F ) = {y ∈ Y | y = F (x), x ∈ D(F )} 
îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà F . Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî D(F ) = X
èëè D(F ) ïëîòíî â X.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
F (x) = y, x ∈ X, y ∈ Y.
Âîçìîæíû òðè ñèòóàöèè:
1) ðåøåíèå óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî;
2) ðåøåíèå óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò, íî íå åäèíñòâåííî;
3) óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
ßñíî, ÷òî ðåøåíèß ýòîãî óðàâíåíèß ïðèíàäëåæàò D(F ). Êðîìå òîãî,
óðàâíåíèå èìååò õîòß áû îäíî ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y ∈
R(F ). Ïîýòîìó íàéòè óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèé è äàòü îïèñàíèå
ìíîæåñòâà R(F )  îäíà è òà æå çàäà÷à.
Ïóñòü F : X → Y  îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè D(F ) è R(F ). Êàæäîìó ýëåìåíòó R(F ) âñåãäà
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ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå õîòß áû îäèí ýëåìåíò D(F ). Ïîýòîìó
âñåãäà ìîæíî óêàçàòü õîòß áû îäíî òàêîå îòîáðàæåíèå F−1r : Y → X íà
R(F ), ÷òî F ◦ F−1r = I íà R(F ) (çäåñü è äàëåå I  òîæäåñòâåííûé îïå-
ðàòîð). Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñß ïðàâûì îáðàòíûì ê F íà R(F )
îòîáðàæåíèåì. Ïðè ýòîì R(F−1r ) ⊆ D(F ).
Îòîáðàæåíèå F−1l : Y → X íà R(F ) íàçûâàåòñß ëåâûì îáðàòíûì ê
F íà R(F ) îòîáðàæåíèåì, åñëè F−1l ◦F = I. Ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè îòîáðàæåíèè F ðàçëè÷íûì
ýëåìåíòàì X ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû Y (èíú-
åêöèß), òî åñòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó D(F ) è R(F ) âçàèìíî îäíîçíà÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F (x1) = y è F (x2) = y ïðè x1 6= x2, òî íåâîçìîæíî
îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå F−1l òàê, ÷òîáû ðàâåíñòâà (F−1l ◦ F )(x1) = x1 è
(F−1l ◦ F )(x2) = x2 âûïîëíßëèñü îäíîâðåìåííî.
Åñëè ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî îïðåäåëßåòñß
îäíîçíà÷íî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëåâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò îäíî-
âðåìåííî è ïðàâûì îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâîå
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò îäíîâðåìåííî ëåâûì îáðàòíûì òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè îíî åäèíñòâåííîå. Ïðè ýòîì R(F−1r ) = D(F ). Ïîýòîìó ïðè
âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ìåæäó D(F ) è R(F ) äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå F−1 : Y → X ê F íà R(F ) (ãîâîðßò
òàêæå: äâóñòîðîííåå îáðàòíîå). Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò è ëåâûì îáðàò-
íûì, è ïðàâûì îáðàòíûì, ïðè÷åì D(F−1) = R(F ), R(F−1) = D(F ).
Ïóñòü X  ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. ÌíîæåñòâîM íàçû-
âàåòñß ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì (ìíîãîîáðàçèåì) â X, åñëè λ1x1+λ2x2 ∈
M ∀x1, x2 ∈M, ∀λ1, λ2 ∈ K. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ìíî-
æåñòâî ßâëßåòñß ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Â êàæäîì ëèíåéíîì ìíîæå-
ñòâå ñîäåðæèòñß íóëåâîé ýëåìåíò.
Ïóñòü X è Y  ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A : X → Y
íàçûâàåòñß ëèíåéíûì (ëèíåéíûì îïåðàòîðîì), åñëè 1) D(A)  ëèíåéíîå
ìíîæåñòâî; 2) A(λ1x1+λ2x2) = λ1A(x1)+λ2A(x2) ∀x1, x2 ∈M, ∀λ1, λ2 ∈
K. Îáëàñòü çíà÷åíèé R(A) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà òîæå ßâëßåòñß ëèíåé-
íûì ìíîæåñòâîì. Âìåñòî A(x) ïðèíßòî ïèñàòü ïðîñòî Ax.
Êàê ñëåäóåò èç ñêàçàííîãî âûøå, äëß ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A âñåãäà
ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A−1r , íî â îáùåì ñëó÷àå
íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, ýòî îòîáðàæåíèå íå îáßçàòåëüíî
áóäåò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè æå ñóùåñòâóåò ëåâîå îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå äëß ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, òî îíî îïðåäåëßåòñß îäíîçíà÷íî è
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òàêæå ßâëßåòñß ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.
×àñòî ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îáðàòíûå ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó îòîáðà-
æåíèß äîëæíû áûòü òàêæå ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, ïðè÷åì D(A) = X,
D(A−1r ) = D(A
−1
l ) = Y . Òîãäà, ëåãêî âèäåòü, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
A−1r , òî ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y (2.1)
ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè (èç Y ). Åñëè æå ñóùåñòâóåò A−1l , òî
óðàâíåíèå (2.1) ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Ãîâîðß áîëåå òî÷íî,
åñëè îïåðàòîð A èìååò ëåâûé îáðàòíûé, òî óðàâíåíèå (2.1) ïðè y ∈ R(A)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à ïðè y /∈ R(A) ðåøåíèé, ðàçóìååòñß, íåò.
Èòàê, åñëè ó îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé îïåðàòîð, òî îí
æå ßâëßåòñß è îáðàòíûì íà R(A), íî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Y îáðàòíîãî
îïåðàòîðà ìîæåò è íå áûòü.
Ìíîæåñòâî
N(A) = {x ∈ D(A) | Ax = 0}
íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì íóëåé îïåðàòîðà A (èëè åãî ßäðîì, îáîçíà÷àåò-
ñß KerA). Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ∈ N(A). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ëåâûé) îáðàòíûé
îïåðàòîð ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(A) = {0}.
Ïóñòü X è Y  íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå F : X →
Y íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííûì íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíî ïåðåâîäèò åãî â
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííûì, åñëè
∃M > 0 | ||F (x)|| ≤M ||x|| ∀x ∈ D(F ).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ëþáîå îãðàíè÷åííîå â X ìíîæåñòâî èç D(F )
ïåðåâîäèòñß â îãðàíè÷åííîå â Y ìíîæåñòâî. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ëè-
íåéíûé îïåðàòîð A : X → Y îãðàíè÷åí, åñëè
∃M > 0 | ||Ax|| ≤M ||x|| ∀x ∈ D(A). (2.2)
Ïðè A 6= 0 ìíîæåñòâî R(A) íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì.
Îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñß íåïðåðûâíûì íà ýëåìåíòå
x0 ∈ X, åñëè F (x) → F (x0) ïðè x → x0 (çäåñü äîñòàòî÷íî ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî X è Y  òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà). Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí íà êàæäîì ýëåìåíòå D(A) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îí íåïðåðûâåí íà ýëåìåíòå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ëè-
íåéíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí, òî îí íåïðåðûâåí. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
òàêæå èìååò ìåñòî.
10
Ïóñòü D(A) = X. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A îãðà-
íè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè
∃M > 0 | ||Ax|| ≤M ∀x ∈ D(A), ||x|| ≤ 1,
òî åñòü A îãðàíè÷åí íà çàìêíóòîì åäèíè÷íîì øàðå (÷èñëî M çäåñü òî
æå ñàìîå, ÷òî â óñëîâèè (2.2)). Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî
||A|| = sup
x6=0
||Ax||
||x|| = sup||x||≤1 ||Ax|| = sup||x||=1 ||Ax||
 íîðìà îïåðàòîðà A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ èç X â Y . ßñíî, ÷òî ||A||  íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ
÷èñåë M â íåðàâåíñòâå (2.2). Òàêèì îáðàçîì,
||Ax|| ≤ ||A|| · ||x|| ∀x ∈ D(A). (2.3)
Åñëè D(A) 6= X, íî ìíîæåñòâî D(A) ïëîòíî â X, òî îïåðàòîð A
ìîæíî ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî X è òîãäà
||A|| = sup
x∈D(A), ||x||≤1
||Ax||.
Â èíîì ñëó÷àå ó îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íîðìà êîððåêòíî
íå îïðåäåëßåòñß è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (2.2) çàìåíèòü íà íåðà-
âåíñòâî (2.3) íåâîçìîæíî.
Âàæíûì äëß äàëüíåéøåãî ßâëßåòñß óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé
íà R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∃m > 0 | ||Ax|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A). (2.4)
Äåéñòâèòåëüíî (íåîáõîäèìîñòü), ïóñòü A−1  îãðàíè÷åííûé îáðàò-
íûé îïåðàòîð, òî åñòü A−1Ax = x ∀x ∈ D(A) è ∃M > 0 | ||A−1y|| ≤
M ||y|| ∀y ∈ R(A). Ïóñòü y = Ax. Òîãäà ||x|| ≤ M ||Ax|| èëè ||Ax|| ≥
1/M ||x||. Ïîëó÷èëè, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.4) âûïîëíåíî ïðè m = 1/M .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû (äîñòàòî÷íîñòü), ïóñòü óñëîâèå (2.4) âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ N(A). Òîãäà ||x|| ≤ 1/m ||Ax|| = 0 è, ñëåäîâàòåëü-
íî, x = 0. Òàê êàê N(A) = {0}, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1.
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Ïóñòü x = A−1y. Òîãäà ||A−1y|| ≤ 1/m ||AA−1y|| = 1/m ||y||. Ïîëó÷èëè
íåðàâåíñòâà âèäà (2.2), ãäå M = 1/m.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ó îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1 îïðåäåëåíà íîðìà, òî
â íåðàâåíñòâå (2.4) ìîæíî ñ÷èòàòü m = 1/||A−1||.
Åñëè îïåðàòîð A èìååò îáðàòíûé A−1 è êîððåêòíî îïðåäåëåíû èõ
íîðìû, òî ||x||/||A−1|| ≤ ||Ax|| ≤ ||A||·||x||. Ñëåäîâàòåëüíî, ||A−1||·||A|| ≥
1. Ýòî ÷èñëî íàçûâàþò ìåðîé îáóñëîâëåííîñòè îïåðàòîðà A.
3. Àïïðîêñèìàöèß è èíòåðïîëßöèß.
Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàí-
ñòâî X, åñëè óêàçàíû òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû TX : X → X, SX :
X → X | TX SX = I. Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâî Y àïïðîêñèìèðóåò
ïðîñòðàíñòâî Y , åñëè óêàçàíû òàêèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû TY : Y →
Y , SY : Y → Y | TY SY = I. Îïåðàòîðû TX , TY áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðàìè àïïðîêñèìàöèè, à îïåðàòîðû SX , SY  îïåðàòîðàìè èí-
òåðïîëßöèè.
Ýëåìåíòû x è x, y è y ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïðîñòðàíñòâàì. Ïî-
ýòîìó äëß îöåíêè èõ áëèçîñòè îïðåäåëèì S-ïîãðåøíîñòü ðåøåíèß êàê
‖x− SX x‖, T-ïîãðåøíîñòü ðåøåíèß êàê ‖TX x− x‖, S-ïîãðåøíîñòü
ïðàâîé ÷àñòè êàê ‖y − SY y‖ è, íàêîíåö, T-ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè
êàê ‖TY y − y‖. Ïîêàæåì, êàê S− è T− ïîãðåøíîñòè ñâßçàíû äðóã ñ äðó-
ãîì.
Ëåììà 3.1.
Åñëè îïåðàòîð TX îãðàíè÷åí, òî ‖TX x− x‖ ≤ ‖TX‖ · ‖x− SX x‖;
åñëè îïåðàòîð TY îãðàíè÷åí, òî ‖TY y − y‖ ≤ ‖TY ‖ · ‖y − SY y‖;
åñëè îïåðàòîð SX îãðàíè÷åí, òî
‖x− SX x‖ ≤ ‖SX‖ · ‖TX x− x‖+ ‖(SX TX − I)x‖;
åñëè îïåðàòîð SY îãðàíè÷åí, òî
‖y − SY y‖ ≤ ‖SY ‖ · ‖TY y − y‖+ ‖(SY TY − I)y‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
TX x− x = TX x− TX SXx = TX (x− SX x),
x− SX x = x− SX TX x+ SX TX x− SX x = (I − SX TX)x+ SX (TX x− x).
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Îòñþäà ñëåäóþò ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà ëåììû. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå
íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñß àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. •
Ïóñòü X,Y  ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y
 ëèíåéíûé îïåðàòîð (îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè â X,
àääèòèâíûé è îäíîðîäíûé),
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y (3.1)
 ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå.
Åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y àïïðîêñèìèðóþò ïðîñòðàíñòâà X, Y , òî ëþ-
áîé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y áóäåì íàçûâàòü àïïðîêñèìèðóþùèì
îïåðàòîð A, à óðàâíåíèå
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y (3.2)
 àïïðîêñèìèðóþùèì óðàâíåíèå (3.1). Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâà X, Y ,
îïåðàòîð A è óðàâíåíèå (3.1) áóäåì íàçûâàòü òî÷íûìè.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, îòêóäà è êóäà äåéñòâóþò ðàññìàòðèâàåìûå ëè-
íåéíûå îïåðàòîðû.
X
A−→ Y
TX ↓↑ SX TY ↓↑ SY
X
A−→ Y
Ðèñ. 1.
Ïîëó÷èì àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß
(íè÷åãî ïîêà íå ïðåäïîëàãàß î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé óðàâíåíèé (3.1) è (3.2)).
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü x ∈ D(A), x ∈ D(A) è y = Ax, y = Ax. Åñëè
SX x ∈ D(A), x− SX x /∈ N(A) è îïåðàòîð SY îãðàíè÷åí, òî ∃L > 0 |
‖x− SX x‖ ≤ L
{
‖SY ‖ · ‖TY y − y‖+ ‖SY ‖ · ‖(A− TY ASX) x‖
+‖(SY TY − I)A (x− SX x)‖
}
. (3.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 0 ∈ N(A), òî x− SX x 6= 0. Îáîçíà÷èì
L = ‖x− SX x‖ / ‖A(x− SX x)‖.
Òîãäà ‖x− SX x‖ = L ‖A(x− SX x)‖, ïðè ýòîì
A (x− SX x) = A (x− SX x)− SY TY A (x− SX x)+
+SY TY y − SY y + SY Ax− SY TY ASX x =
= (I − SY TY )A (x− SX x) + SY (TY y − y) + SY (A− TY ASX)x. •
Çàìå÷àíèå. Íà ïåðâûé âçãëßä íåðàâåíñòâî (3.3) íå âíóøàåò äîâåðèß,
òàê êàê S-ïîãðåøíîñòü ðåøåíèß ïðèñóòñòâóåò â íåì è ñëåâà, è ñïðàâà
 â ÷èñëèòåëå âûðàæåíèß L. Íî åñëè îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé
îáðàòíûé, òî åñòü ||Ax|| ≥ m||x||, òî L çàìåíßåòñß íà 1/m. Ïðè ýòîì
N(A) = {0}, è óñëîâèå x − SX x /∈ N(A) ñòàíîâèòñß èçëèøíèì, òàê êàê
ïðè x−SX x = 0 íåðàâåíñòâî (3.3) òåðßåò ñìûñë (îíî òåïåðü âûïîëíßåòñß
ïðè ëþáîì L ≥ 0).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, ||Ax|| ≤M ||x|| è îïåðàòîð
SY TY íàñòîëüêî áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó, ÷òî ||SY TY −I|| < 1/M . Òîãäà
èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî
‖x− SX x‖ ≤ ‖SY ‖
m(1−M‖SY TY − I‖)
(
‖TY y − y‖+ ‖(A− TY ASX) x‖
)
.
Åñëè èìåþò ñìûñë íîðìû îïåðàòîðîâ A è A−1, òî ïîëó÷èì
‖x− SX x‖ ≤ ‖SY ‖ · ||A
−1||
1− ‖SY TY − I‖ · ||A||
(
‖TY y − y‖+ ‖(A− TY ASX) x‖
)
.
Íåðàâåíñòâî (3.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x˜ = SXx
áóäåò áëèçêèì ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x, åñëè äîñòàòî÷íî ìàëû òðè ñëàãàå-
ìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (3.3). Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëßåò, íàñêîëüêî õîðî-
øî ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (3.2) àïïðîêñèìèðóåò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíå-
íèß (3.1). Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåò áëèçîñòü îïåðàòîðîâ A è A. Òðå-
òüå ñëàãàåìîå ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî îïåðàòîð SY TY áëèçîê ê òîæäå-
ñòâåííîìó. Ïî çíà÷åíèþ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.3) ìîæíî ñóäèòü,
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íàñêîëüêî áëèçêèì ßâëßåòñß àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå ê òî÷íîìó
óðàâíåíèþ.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü x ∈ D(A), x ∈ D(A) è y = Ax, y = Ax. Åñëè
TX x ∈ D(A), TX x− x /∈ N(A) è îïåðàòîð TY îãðàíè÷åí, òî ∃L > 0 |
‖TX x− x‖ ≤ L
{
‖TY y − y‖+ ‖TY ‖ · ‖(A− SY ATX)x‖
}
. (3.4)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
L = ‖TX x− x‖ / ‖A (TX x− x)‖.
Òîãäà ‖TX x− x‖ = L ‖A (TX x− x)‖, ïðè ýòîì
A (TX x− x) = TY SY ATX x− TY Ax+ TY y − y. •
Çàìå÷àíèå. Åñëè îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, òî ìîæ-
íî âûáðàòü L = 1/‖A−1‖. Òîãäà íå íóæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî TX x − x /∈
N(A).
4. Óñëîâèß åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷íûé è àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîðû äîñòà-
òî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó, òî îíè îäíîâðåìåííî îáðàòèìû, òî÷íåå èìåþò
îãðàíè÷åííûå (ëåâûå) îáðàòíûå îïåðàòîðû. Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð A
èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∃m > 0 | ||Ax|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A) (4.1)
è îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∃m > 0 | ||Ax|| ≥ m ||x|| ∀x ∈ D(A). (4.2)
Ïðè îöåíêàõ ñíèçó íîðì ýëåìåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ïðîñòûõ
íåðàâåíñòâà
||x|| ≥ ||y|| − ||x− y|| è ||x|| ≥ ||Ax||||A|| (||A|| 6= 0).
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü SXx ∈ D(A) ∀x ∈ D(A) è îïåðàòîðû SY è
TX îãðàíè÷åíû. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé è
âûïîëíßþòñß óñëîâèß
||(A− TY ASX)x|| ≤ m1 ||x|| ∀x ∈ D(A), (4.3)
||(SY TY − I)ASX x|| ≤ m2 ||x|| ∀x ∈ D(A), (4.4)
(ïîñòîßííûå m1 è m2 íå çàâèñßò îò x). Åñëè
(m1 ||SY ||+m2) ||TX || < m, (4.5)
òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D(A). Îöåíèì
||Ax|| ≥ ||TY ASX x|| − ||(A− TY ASX)x||,
ïðè ýòîì
||TY ASX x|| ≥ 1||SY || ||SY TY ASX x|| ≥
≥ 1||SY ||
(
||ASX x|| − ||(SY TY − I)ASX x||
)
è
||ASX x|| ≥ m0 ||SX x|| ≥ m0||TX || ||TX SX x|| =
m0
||TX || ||x||.
Ñëåäîâàòåëüíî,
||Ax|| ≥
(
1
||SY ||
( m0
||TX || −m2
)
−m1
)
||x|| = m ||x||,
ãäå
m =
m− (m1 ||SY ||+m2) ||TX ||
||SY || · ||TX || .
Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.5), òî m > 0. •
Çàìå÷àíèå. Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèß íåêîòîðîãî îïåðàòîðà B :
X → Y íå ñîâïàäàåò ñ X èëè íå ßâëßåòñß ïëîòíûì â X ìíîæåñòâîì,
òî èç íåðàâåíñòâà ||B x|| ≤ const ||x|| ∀x ∈ D(B) íå ñëåäóåò, ÷òî íîðìà
îïåðàòîðà B îãðàíè÷åíà (õîòß áû ïîòîìó, ÷òî ýòà íîðìà ìîæåò è íå áûòü
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îïðåäåëåíà). Ïî ýòîé ïðè÷èíå óñëîâèß (4.3) è (4.4) äàíû èìåííî â òàêîé
ôîðìå.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü TX x ∈ D(A) ∀x ∈ D(A) è îïåðàòîðû SX è TY
îãðàíè÷åíû. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé è âûïîë-
íßþòñß óñëîâèß
||(A− SY ATX)x|| ≤ m1 ||x|| ∀x ∈ D(A), (4.6)
||(SX TX − I)x|| ≤ m2 ||x|| ∀x ∈ D(A), (4.7)
(ïîñòîßííûå m1 è m2 íå çàâèñßò îò x). Åñëè
m1 ||SX || · ||TY || < m(1−m2), (4.8)
òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D(A) . Îöåíèì
||Ax|| ≥ ||SY ATX x|| − ||(A− SY ATX)x||,
ïðè ýòîì
||SY ATX x|| ≥ 1||TY || ||ATX x|| ≥
m0
||TY || ||TX x|| ≥
m0
||TY || · ||SX || ||SX TX x||
è
||SX TX x|| ≥ ||x|| − ||(I − SX TX)x||.
Ñëåäîâàòåëüíî,
||Ax|| ≥
(
m0
||TY || · ||SX || (1−m2)−m1
)
||x|| = m ||x||,
ãäå
m =
m(1−m2)−m1 ||TY || · ||SX ||
||TY || · ||SX || .
Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.8), òî m > 0. •
Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü îïðåäåëåíû íîðìû îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ
A−1 è A−1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 4.1, òî
||A−1|| ≤ ||SY || ||TX || ||A
−1||
1− (m1 ||SY ||+m2) ||TX || ||A−1|| .
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Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß òåîðåìû 4.2, òî
||A−1|| ≤ ||TY || ||SX || ||A
−1||
1−m2 −m1 ||TY || ||SX || ||A−1||
.
Çíàòü, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîð èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð,
âàæíî ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y êîíå÷íîìåð-
íûå è èìåþò îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü, òî àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíå-
íèå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ÑËÀÓ. Èçâåñòíî, ÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, åñëè äîêàçàíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü òîëüêî
îäíî ðåøåíèå (èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß ñëåäóåò åãî ñóùåñòâîâàíèå).
Èìåííî òàêîé ñëó÷àé íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñß íà ïðàêòèêå. Â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå òàêæå èìååò ìåñòî, åñëè
A  îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà èëè îïåðàòîð, äëß êîòîðîãî âûïîëíßåòñß õî-
òß áû òîëüêî àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Íî â îáùåì ñëó÷àå èç òîãî, ÷òî
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèß ñ ïðàâîé ÷àñòüþ y, âîâñå íå ñëå-
äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß ñ ïðàâîé
÷àñòüþ TY y.
5. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà
Ïîêàæåì, êàê ïðîâåðßþòñß óñëîâèß òåîðåìû 4.1 ïðè èññëåäîâàíèè
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Ôðåäãîëüìà
2-ãî ðîäà. Ïóñòü òî÷íîå óðàâíåíèå
(Ax)(t) ≡ x(t) +
β∫
α
x(τ)K(τ, t) dτ = y(t), t ∈ [α, β].
5.1. Ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð
Ïóñòü òî÷íûå ïðîñòðàíñòâà
X = Y = C([α, β]), ||x(·)|| = max
t∈[α,β]
|x(t)|.
Çàäàäèì óçëû àïïðîêñèìàöèè t1, . . . tn íà [α, β]. Ïóñòü îïåðàòîð àïïðîê-
ñèìàöèè
T : x(·) 7→ x = (x(t1), . . . , x(tn)),
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îïåðàòîð èíòåðïîëßöèè (êóñî÷íîëèíåéíàß èíòåðïîëßöèß)
S : x 7→ x˜(t) = xj tj+1 − t
tj+1 − tj + xj+1
t− tj
tj+1 − tj , t ∈ [tj, tj+1]
è àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà
X = Y = Rn, ‖x‖ = max
j
|xj| (êóáè÷åñêàß íîðìà).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ||Tx (·)|| ≤ ||x(·)|| è ||S x|| ≤ ||x˜|| (ò. å. îïåðàòîðû T è
S îãðàíè÷åíû). Áîëåå òîãî, ||T || = ||S|| = 1.
Àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (èñïîëüçîâàíà êâàäðàòóðíàß ôîðìóëà
òðàïåöèé)
(Ax)k ≡ xk + 1
2
n−1∑
j=1
[
xj K(tj, tk) + xj+1K(tj+1, tk)
]
(tj+1 − tj) = yk
ïðè k = 1 . . n. Îáîçíà÷èì
δ = max
j=1..n−1
(tj+1 − tj).
Äëß îöåíîê áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (ñì., íàïðèìåð,
[ÊÀ.ÔÀ], ñ.49)
ω(x(·), δ) = max
|t′−t′′|<δ
|x(t′)− x(t′′)|, 0 < δ < β − α (t′, t′′ ∈ [α, β]).
Ýòî âûðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëß ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
x(·). Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëß íåïðåðûâíîñòè ñëåäóþùèå:
1) ω(x(·), δ)  íåóáûâàþùàß ôóíêöèß îò δ;
2) ω(x(·), δ1 + δ2) ≤ ω(x(·), δ1) + ω(x(·), δ2);
3) ôóíêöèß x(·) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
lim
δ→0
ω(x(·), δ) = 0.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âûðàæåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå î÷åâèä-
íûå òîæäåñòâà
tk+1 − τ
tk+1 − tk +
τ − tk
tk+1 − tk = 1, (5.1)
tj+1∫
tj
tj+1 − τ
tj+1 − tj dτ =
tj+1∫
tj
τ − tj
tj+1 − tj dτ =
tj+1 − tj
2
. (5.2)
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Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (4.3) èç òåîðåìû 4.1. Îöåíèì âûðàæåíèå
||(A− TY ASX)x|| =
= max
k
∣∣∣∣∣xk + 12
n−1∑
j=1
[
xj K(tj, tk) + xj+1K(tj+1, tk)
]
(tj+1 − tj)−
−xk −
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
[
xj
tj+1 − τ
tj+1 − tj + xj+1
τ − tj
tj+1 − tj
]
K(τ, tk) dτ
∣∣∣∣∣.
Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî
||(A− TY ASX)x|| =
= max
k
∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
{
xj
[
K(tj, tk)−K(τ, tk)
] tj+1 − τ
tj+1 − tj+
+xj+1
[
K(tj+1, tk)−K(τ, tk)
] τ − tj
tj+1 − tj
}
dτ
∣∣∣∣∣ ≤
≤ max
k
n−1∑
j=1
{
|xj| ω(K(·, tk), δ)
tj+1∫
tj
tj+1 − τ
tj+1 − tj dτ+
+|xj+1| ω(K(·, tk), δ)
tj+1∫
tj
τ − tj
tj+1 − tj dτ
}
≤
≤ (β − α)ω(K(·, ·), δ) ||x||.
Òàêèì îáðàçîì,
m1 = m1(n) = (β − α)ω(K(·, ·), δ)→ 0 ïðè δ → 0 (5.3)
(íåïðåðûâíàß íà îòðåçêå ôóíêöèß ßâëßåòñß ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé).
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (4.4) èç òåîðåìû 4.1. Îöåíèì âûðàæåíèå
||(SY TY − I)ASX x||. Åñëè z(·) ∈ Y , òî
SY TY z(t) = z(tk)
tk+1 − t
tk+1 − tk + z(tk+1)
t− tk
tk+1 − tk , t ∈ [tk, tk+1].
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Ïóñòü
z(t) = ASX x = x˜k(t) +
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)K(τ, t) dτ, t ∈ [tk, tk+1],
ãäå
x˜k(t) = xk
tk+1 − t
tk+1 − tk + xk+1
t− tk
tk+1 − tk , t ∈ [tk, tk+1].
Òîãäà
||(SY TY − I)ASX x|| = max
k=1..n−1
max
t∈[tk,tk+1]
|SY TY z(t)− z(t)|.
Ïðè t ∈ [tk, tk+1]
SY TY z(t)− z(t) = z(tk) tk+1 − t
tk+1 − tk + z(tk+1)
t− tk
tk+1 − tk − z(t) =
=
[
xk +
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)K(τ, tk)dτ
] tk+1 − t
tk+1 − tk+
+
[
xk+1 +
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)K(τ, tk+1)dτ
] t− tk
tk+1 − tk−
−x˜k(t)−
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)K(τ, t)dτ.
Óìíîæèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (5.1). Ïîëó÷èì
SY TY z(t)− z(t) =
=
tk+1 − t
tk+1 − tk
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)
[
K(τ, tk)−K(τ, t)
]
dτ+
+
t− tk
tk+1 − tk
n−1∑
j=1
tj+1∫
tj
x˜j(τ)
[
K(τ, tk+1)−K(τ, t)
]
dτ.
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Òàê êàê
tj+1∫
tj
x˜j(τ)dτ ≤ ||x|| (tj+1 − tj),
òî
||(SY TY − I)ASX x|| ≤ (β − α) ω(K(·, ·), δ) ||x||
è
m2 = m2(n) = (β − α)ω(K(·, ·), δ)→ 0 ïðè δ → 0. (5.4)
Èç ôîðìóë (5.3) è (5.4) ñëåäóåò, ÷òî íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî n íåðàâåí-
ñòâî (4.5) èç òåîðåìû 4.1 áóäåò âûïîëíåíî.
5.2. Ìåòîä Ãàëåðêèíà (ìåòîä ìîìåíòîâ)
Ïóñòü X = Y = L2(α, β),
||x(·)||2 =
β∫
α
|x(t)|2 dt
(èíòåãðàë ïîíèìàåòñß â ñìûñëå Ëåáåãà) è < x(·), y(·) >  ñêàëßðíîå
ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2(α, β). Ïóñòü ϕj(·)  îðòîíîð-
ìèðîâàííàß ñèñòåìà ôóíêöèé â L2(α, β), òî åñòü < ϕk(·), ϕj(·) >= δkj.
Ëþáîìó ýëåìåíòó x(·) ∈ L2(α, β) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå < x(·), ϕj(·) > è (ôîðìàëüíûé)
ðßä Ôóðüå
+∞∑
j=1
< x(·), ϕj(·) > ϕj(·).
Ïóñòü
T : x(·) 7→ x = (< x(·), ϕ1(·) >, . . . , < x(·), ϕn(·) >)
(âåêòîð èç ïåðâûõ n êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå) è
S : x 7→ x˜(·) =
n∑
j=1
xj ϕj(·)
(÷àñòíàß ñóììà ðßäà Ôóðüå). Ïðè ýòîì X = Y = Rn ñî ñôåðè÷åñêîé
íîðìîé
||x||2 =
n∑
j=1
|xj|2.
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Ìåòîä Ãàëåðêèíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà èùåì â âèäå
x˜(·) =
n∑
j=1
xj ϕj(·).
Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå è óìíîæèì ñêàëßðíî îáå ÷àñòè
íà ϕk(·), k = 1 . . n. Ïîëó÷èì àïïðîêñèìèðóþùóþ ÑËÀÓ
Ax ≡ xk +
n∑
j=1
xj Kkj = yk, k = 1 . . n,
Kkj =
β∫
α
β∫
α
K(τ, t)ϕj(τ)ϕk(t) dτ dt.
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (4.3) èç òåîðåìû 4.1. Âñå êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà z = (A− TY ASX)x ðàâíû íóëþ:
zk = xk− < x˜(·) +
β∫
α
x˜(τ)K(τ, ·) dτ, ϕk(·) >= 0.
Ïîýòîìó ||(A − TY ASX)x|| = 0 è íåðàâåíñòâî (4.3) âûïîëíßåòñß ïðè
ëþáîì m1 ≥ 0 (íî, êîíå÷íî, ìîæíî ïðèíßòü, ÷òî m1 = 0).
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (4.4) èç òåîðåìû 4.1. Ïóñòü z(·) ∈ L2(α, β).
Òîãäà ôóíêöèß
(I − SY TY )z(·) =
+∞∑
k=n+1
< z(·), ϕk(·) > ϕk(·)
 îñòàòîê ðßäà Ôóðüå ôóíêöèè z(·). Ïðè
z(t) = ASXx =
= x˜(t) +
β∫
α
x˜(τ)K(τ, t) dτ =
n∑
j=1
xj
[
ϕj(t) +
β∫
α
ϕj(τ)K(τ, t) dτ
]
ïîëó÷èì
(I − SY TY )z(·) =
+∞∑
k=n+1
( n∑
j=1
xj Kkj
)
ϕk(·).
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Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà( n∑
j=1
aj bj
)2
≤
n∑
j=1
|aj|2
n∑
j=1
|bj|2
ñëåäóåò, ÷òî
||(SY TY − I)ASX x||2 =
β∫
α
|(I − SY TY ) z(t)|2 dt =
+∞∑
k=n+1
( n∑
j=1
xj Kkj
)2
≤
≤
+∞∑
k=n+1
( n∑
j=1
|xj|2
n∑
j=1
|Kkj|2
)
≤ m22 ‖x‖2,
ãäå
m22 =
+∞∑
k=n+1
n∑
j=1
|Kkj|2 ≤
+∞∑
k=n+1
+∞∑
j=1
|Kkj|2 → 0 ïðè n→ +∞.
Êàê è â ñëó÷àå ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî n
íåðàâåíñòâî (4.5) èç òåîðåìû 4.1 áóäåò âûïîëíåíî.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå. Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå, òî àï-
ïðîêñèìèðóþùàß åãî ÑËÀÓ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n èìååò ðåøåíèå
è òîëüêî îäíî.
6. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé. Êâàçèðåøåíèß.
Îöåíêè íåâßçîê
Èòàê, ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèß ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâ-
íåíèß
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y (6.1)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
1) ïî y ∈ Y ïîñòðîèì y = TY y ∈ Y ;
2) ðåøèì óðàâíåíèå
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y , (6.2)
è íàéäåì x ∈ X;
3) ïî x âîññòàíîâèì x˜ = SX x ∈ X  ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß
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(6.1).
Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñß, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.2) ñóùåñòâóåò. Òîãäà
âñåãäà ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x˜ óðàâíåíèß (6.1), äàæå åñëè
ýòî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò, òî åñòü
y ∈ R(A). Íî èç ýòîãî â îáùåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò, ÷òî y ∈ R(A). ×òî-
áû óáåäèòüñß, ÷òî ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò,
íóæíî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Çàìåòèì, ÷òî (òàêàß ñèòóàöèß óæå ðàññìàòðèâàëàñü) åñëè ïðîñòðàí-
ñòâà X è Y  êîíå÷íîìåðíûå îäíîé è òîé æå ðàçìåðíîñòè, òî ðåøåíèå
óðàâíåíèß (6.2) ñóùåñòâóåò, åñëè äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü
òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Â îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ðåøå-
íèß àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß èçâåñòíû, íî îíè äîñòàòî÷íî æåñò-
êèå.
Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñß íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, åñëè 1)
R(A) = Y , 2) èìååò îáðàòíûé A−1 è 3) îáðàòíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè R(A) = Y è îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé
ëåâûé îáðàòíûé, òî îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A : X → Y è B : Y → Z  íåïðåðûâíî
îáðàòèìûå îïåðàòîðû, òî îïåðàòîð BA : X → Z òàêæå íåïðåðûâíî
îáðàòèì è (BA)−1 = A−1B−1.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå Ax = y. Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâ-
íî îáðàòèì, òî 1) ðåøåíèå óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò, 2) ðåøåíèå åäèíñòâåííî
è 3) ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïðàâîé ÷àñòè. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî
ñâîäèòñß ê ñëåäóþùåìó: åñëè Ax1 = y2 è Ax2 = y2, òî ||x1 − x2|| ≤
||A−1|| ||y1 − y2||.
Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I íåïðåðûâíî îáðàòèì. Îêà-
çûâàåòñß, ÷òî îïåðàòîðû, áëèçêèå ê òîæäåñòâåííîìó, òîæå íåïðåðûâíî
îáðàòèìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå íèæå îïåðàòîðû A, B,
C, D è E äåéñòâóþò èç X â Y è îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèß  âñå ïðîñòðàí-
ñòâî X.
Ëåììà 6.1. Åñëè B  ëèíåéíûé îïåðàòîð è ||B|| < 1, òî îïåðàòîð
I −B íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ïðè ýòîì
||(I −B)−1|| ≤ 1
1− ||B|| , ||I − (I −B)
−1|| ≤ ||B||
1− ||B|| . (6.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðßä I + B + B2 + . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî
||Bn|| ≤ ||B||n. Ïðè ||B|| < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì Sn = I +
B+ . . .+Bn ñõîäèòñß ïðè n→ +∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S åå ïðåäåë (ñóììó
ðßäà). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (I − B)Sn = I − Bn+1 è Sn (I − B) = I − Bn+1.
Ïðè n → +∞ ïîëó÷èì (I − B)S = I è S (I − B) = I. Òîãäà îïåðàòîð
I −B íåïðåðûâíî îáðàòèì è (I −B)−1 = S.
Òàê êàê
||Sn|| ≤ 1 + ||B||+ . . .+ ||B||n = 1− ||B||
n+1
1− ||B|| ,
||I − Sn|| ≤ ||B||+ ||B||2 + . . .+ ||B||n = ||B|| 1− ||B||
n
1− ||B|| ,
òî ïðè n→ +∞ ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà (6.3). •
Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè C  ëèíåéíûé îïåðàòîð è ||I − C|| < 1, òî
îïåðàòîð C íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ïðè ýòîì
||C−1|| ≤ 1
1− ||I − C|| , ||I − C
−1|| ≤ ||I − C||
1− ||I − C|| .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îáîçíà÷èòü C = I −B. •
Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü A è D  ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû.
Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì è ||(A−D)A−1|| < 1, òî îïåðàòîð
D òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèì è
||D−1|| ≤ ||A
−1||
1− ||(A−D)A−1|| ,
(6.4)
||D−1 − A−1|| ≤ ||A
−1|| ||(A−D)A−1||
1− ||(A−D)A−1|| .
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, D = A− (A−D) = [I− (A−D)A−1]A. Ïî
ëåììå 6.1 îïåðàòîð I − (A−D)A−1 = DA−1 íåïðåðûâíî îáðàòèì. Òîãäà
è îïåðàòîð D = (DA−1)A íåïðåðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì
||D−1|| = ||A−1(DA−1)−1|| ≤ ||A−1|| ||(DA−1)−1|| ≤
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≤ ||A−1|| 1
1− ||(A−D)A−1|| .
×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå íåðàâåíñòâî, çàïèøåì òîæäåñòâî D−1 − A−1 =
D−1 (I −DA−1) = D−1(A−D)A−1. •
Ñëåäñòâèå 6.3. Ïóñòü A è E  ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû.
Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì è
||A− E|| < ||A−1||−1, òî îïåðàòîð E òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèì è
||E−1|| ≤ ||A
−1||
1− ||A− E|| ||A−1|| ,
(6.5)
||E−1 − A−1|| ≤ ||A
−1||2 ||A− E||
1− ||A− E|| ||A−1|| .
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü D(A) = X, D(A) = X è îïåðàòîð A íåïðåðûâíî
îáðàòèì. Åñëè
||SY ATX − A|| < 1/||A−1||, (6.6)
òî îïåðàòîð A òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 6.3 îïåðàòîð SY ATX íåïðåðûâíî
îáðàòèì.
Ïóñòü y ∈ Y . Òàê êàê R(TY ) = Y , òî ∃y ∈ Y | TY y = y. Òàê êàê
R(SY ATX) = Y , òî ∃x ∈ X | SY ATX = y èëè Ax = y, ãäå x = TX x.
Ñëåäîâàòåëüíî, R(A) = Y .
Ïóñòü x ∈ X. Òàê êàê R(TX) = X, òî ∃x ∈ X | TX x = x, ïðè÷åì
x ∈ D(A) = X è ||x|| ≤ ||TX || ||x||. Òîãäà
||Ax|| ≥ 1||SY || ||SY ATX x|| ≥
1
||SY || (||Ax|| − ||(SY ATX − A)x||) ≥
≥ 1||SY ||
( 1
||A−1|| − ||SY ATX − A||
)
||x||,
||x|| ≥ 1||TX || ||TX x|| =
1
||TX || ||x||.
Ïîëó÷îñü, ÷òî ||Ax|| ≥ m ||x||, ãäå
m =
1
||SY || ||TX ||
( 1
||A−1|| − ||SY ATX − A||
)
> 0. •
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Çàìå÷àíèå 1. Èç R(SY ATX) = Y ñëåäóåò, ÷òî R(SY ) = Y . Òîãäà èìååò
ìåñòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâ
Y è Y è ýëåìåíòû Y óæå ôàêòè÷åñêè íå àïïðîêñèìèðóþò ýëåìåíòû Y .
Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî èç ðàçðåøèìîñòè àïïðîêñè-
ìèðóþùåãî óðàâíåíèß ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü
òî÷íîãî óðàâíåíèß ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, òàêæå íå ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî, ïîêà ïðîñòðàíñòâî Y ýêâèâàëåíòíî íå âñåìó ïðîñòðàíñòâó Y , à
òîëüêî åãî ÷àñòè Y˜ .
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèß (6.1) è (6.2) êàê íåêîððåêòíûå çàäà-
÷è. Êâàçèðåøåíèåì óðàâíåíèß (6.1), íàïðèìåð, íàçûâàþò ýëåìåíò x ∈ X,
ïðè êîòîðîì äîñòèãàåò ìèíèìóìà íåâßçêà ||Ax−y||. Èññëåäóåì, êàê ñâß-
çàíû äðóã ñ äðóãîì íåâßçêè óðàâíåíèé (6.1) è (6.2).
Ëåììà 6.2. Åñëè x ∈ D(A), x = TX x ∈ D(A), y = TY y è îïåðàòîð
SY îãðàíè÷åí, òî
||Ax− y|| ≤ ||(A−SY ATX)x||+ ||SY || ||Ax− y||+ ||(SY TY − I) y||. (6.7)
Åñëè x ∈ D(A), x = SX x ∈ D(A), y = TY y è îïåðàòîð TX îãðàíè÷åí,
òî
||Ax− y|| ≤ ||(A− TY ASX)x||+
+||TY || ||A (SX TX − I) x||+ ||TY || ||Ax− y||. (6.8)
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ íåðàâåíñòâ ñâîäèòñß ê ïðîñòîìó ïðåîáðàçîâà-
íèþ ðàçíîñòåé Ax− y è Ax− y. •
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîñòàòî÷íî áëèçêè îïåðàòîðû A è A, à îïåðàòîð
SY TY äîñòàòî÷íî áëèçîê ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó. Çàïèøåì íåðà-
âåíñòâî (6.7) ïðè x = SXx. Òîãäà íåâßçêà òî÷íîãî óðàâíåíèß áóäåò ìàëà,
åñëè ìàëà íåâßçêà àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî â êà÷åñòâå ýëåìåíòà x, ÷åðåç êîòîðûé îïðåäåëßåòñß ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå x˜ = SX x òî÷íîãî óðàâíåíèß, âçßòü êâàçèðåøåíèå àïïðîêñèìèðó-
þùåãî óðàâíåíèß. Ïðè ýòîì â ïðàâûõ ÷àñòßõ íåðàâåíñòâ, îöåíèâàþùèõ
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèß, òàêæå áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåâßçêà àïïðîêñè-
ìèðóþùåãî óðàâíåíèß. Íåðàâåíñòâî (6.7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà òî÷íîå óðàâíåíèå ßâëßåòñß íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷åé.
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7. Ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîé ñõåìû
Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ
X
(n), Y (n) è àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðîâ A(n) : X(n) → Y (n). Òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì, íàïðèìåð, ïðè àï-
ïðîêñèìàöèè ôóíêöèé âåêòîðàìè èç n èõ çíà÷åíèé â óçëàõ èëè èç n êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé ïî êàêèì-ëèáî áàçèñíûì ôóíêöèßì. Áóäåì íà-
çûâàòü ïðèáëèæåííîé ñõåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ
óðàâíåíèé
A
(n)
x(n) = y(n), x(n) ∈ X(n), y(n) ∈ Y (n). (7.1)
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ x(n) ∈ X(n) S-
ñõîäèòñß ê ýëåìåíòó x ∈ X, åñëè
lim
n→∞ ‖x− S
(n)
X x
(n)‖ = 0
èëè x(n) T-ñõîäèòñß ê x, åñëè
lim
n→∞ ‖T
(n)
X x− x(n)‖ = 0.
Â ïåðâîì îïðåäåëåíèè ðå÷ü èäåò íåïîñðåäñòâåííî î ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Àíàëîãè÷-
íî ââîäßòñß ïîíßòèß S- è T-ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ
y(n) ∈ Y (n) ê ýëåìåíòó y ∈ Y .
Îïåðàòîðû B(n) íàçîâåì îãðàíè÷åííûìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè
∃C > 0 | ‖B(n)x‖ ≤ C ‖x‖ ∀x ∈ D(B(n)) ∀n.
Åñëè èìåþò ñìûñë íîðìû îïåðàòîðîâ B(n), òî ‖B(n)‖ ≤ C ∀n.
Ëåììà 7.1. Åñëè îïåðàòîðû T (n)X îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, òî
èç S-ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(n) ê x ñëåäóåò åå T-ñõîäèìîñòü
ê x. Åñëè îïåðàòîðû S(n)X îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè è
lim
n→∞ ‖S
(n)
X T
(n)
X x− x‖ = 0, (7.2)
òî èç T-ñõîäèìîñòè x(n) ê x ñëåäóåò åå S-ñõîäèìîñòü ê x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç 1-ãî è 3-ãî íåðà-
âåíñòâ ëåììû 3.1:
||T (n)X x− x(n)|| ≤ ||T (n)X || ||x− S(n)x x(n)||,
||x− S(n)x x(n)|| ≤ ||S(n)X || ||T (n)X x− x(n)||+ ||S(n)X T (n)X x− x||.
Óñëîâèå (7.2) âûïîëíßåòñß, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ S(n)X T
(n)
X
ñèëüíî ñõîäèòñß ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó, ò. å. åñëè óñëîâèå (7.2)
âûïîëíßåòñß äëß âñåõ x ∈ X. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî
äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y(n). •
Çàìå÷àíèå. Åñëè îäíîâðåìåííî îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè îïåðàòî-
ðû T (n)X è S
(n)
X è óñëîâèå (7.2) âûïîëíåíî, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàß
îòíîñèòåëüíî x ∈ X, òî ìîæíî ãîâîðèòü ïðîñòî î ñõîäèìîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè x(n) ê x, ïîäðàçóìåâàß ïîä ýòèì êàê T-ñõîäèìîñòü, òàê è
S-ñõîäèìîñòü. Îãðàíè÷åííîñòü â ñîâîêóïíîñòè îïåðàòîðîâ T (n)X ñëåäóåò
èç óñëîâèß ñîãëàñîâàííîñòè íîðì ([Òð.ÔÀ], ñ.291).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A(n) ñèëüíî
ST-ñõîäèòñß ê îïåðàòîðó A, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ
S
(n)
Y A
(n)
T
(n)
X ñèëüíî ñõîäèòñß ê îïåðàòîðó A, ò. å. åñëè
lim
n→∞ ‖(A− S
(n)
Y A
(n)
T
(n)
X )x‖ = 0 ∀x ∈ D(A). (7.3)
Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(n) ñèëüíî TS-ñõîäèòñß ê îïåðàòîðó
A, åñëè
lim
n→∞ ‖(A
(n) − T (n)Y AS(n)X )x(n)‖ = 0 ∀x(n) ∈ D(A(n)). (7.4)
Åñëè ñòðåìëåíèå ê ïðåäåëó ðàâíîìåðíîå (ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå çàâèñèò
îò x â (7.3) èëè îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(n) â (7.4) ), òî áóäåì
ãîâîðèòü î ðàâíîìåðíîé ST- èëè TS-ñõîäèìîñòè.
Ïîëó÷èì óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðàâûõ ÷àñòåé àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé ê ïðàâîé ÷àñòè òî÷íîãî
óðàâíåíèß ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé àïïðîêñè-
ìèðóþùèõ óðàâíåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü x ∈ D(A), x(n) ∈ D(A(n)) è y = Ax, y(n) =
A
(n)
x(n), ïðè÷åì S(n)X x(n) ∈ D(A) ∀n. Åñëè
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1) îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé ëåâûé îáðàòíûé;
2) õîòß áû íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ðåøåíèß x(n) àïïðîêñèìè-
ðóþùèõ óðàâíåíèé åäèíñòâåííû;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(n) T-ñõîäèòñß ê y;
4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(n) ñèëüíî TS-ñõîäèòñß ê A;
5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S(n)Y T
(n)
Y ðàâíîìåðíî ñõîäèòñß ê I;
6) îïåðàòîðû S(n)Y îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(n) S-ñõîäèòñß ê x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî âèäà (3.3) (âîçìîæíî, îíî âû-
ïîëíßåòñß òîëüêî íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî n)
‖x− S(n)X x(n)‖ ≤
1
m0
{
‖S(n)Y ‖ ‖T (n)Y y − y(n)‖+
+‖S(n)Y ‖ ‖(A(n) − T (n)Y AS(n)X )x(n)‖+ ‖(S(n)Y T (n)Y − I)A(x− S(n)X x(n))‖
}
(çäåñü m0  ïîñòîßííàß èç óñëîâèß îáðàòèìîñòè ñëåâà) è ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó ïðè n → ∞. Çàìåòèì, ÷òî åñëè àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèß
ðàçðåøèìû, íî íå îäíîçíà÷íî, òî ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò è íå âûïîëíßòü-
ñß. •
Çàìå÷àíèå. Åñëè õîòß áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè n óñëîâèß òåîðåìû 7.1
âûïîëíåíû, òî îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åííûé ëåâûé îáðàòíûé.
Óñëîâèå 2) òåîðåìû 7.1 ìîæíî ïðîâåðßòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèß.
Ñëåäñòâèå 7.1. (ê òåîðåìå 4.1)
Ïóñòü S(n)X x(n) ∈ D(A) ∀x(n) ∈ D(A(n)), ∀n ≥ n0, îïåðàòîðû S(n)Y è
T
(n)
X îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò îãðàíè÷åí-
íûé ëåâûé îáðàòíûé è
‖(A(n) − T (n)Y AS(n)X )x(n)‖ ≤ m(n)1 ‖x(n)‖ ∀ x(n) ∈ D(A(n)),
‖(S(n)Y T (n)Y − I)AS(n)X x(n)‖ ≤ m(n)2 ‖x(n)‖ ∀ x(n) ∈ D(A(n)).
Åñëè
(m
(n)
1 ‖S(n)Y ‖+m(n)2 ) ‖T (n)X ‖ < m0 ∀n ≥ n0,
òî ∀n ≥ n0 îïåðàòîðû A(n) èìåþò îãðàíè÷åííûå ëåâûå îáðàòíûå.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè
lim
n→∞m
(n)
1 = 0, limn→∞m
(n)
2 = 0,
òî âûïîëíßåòñß óñëîâèå ñëåäñòâèß 7.1. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé èìåë ìåñòî
ïðè èññëåäîâàíèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèß Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Åñëè ÷èñëî óçëîâ àïïðîêñèìàöèè n→ +∞,
òî âåëè÷èíà δ → 0. Òîãäà íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî n0 àïïðîêñèìèðóþùèå
îïåðàòîðû îáðàòèìû ñëåâà è, ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìèðóþùèå ÑËÀÓ
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû.
Íàêîíåö çàìåòèì, óñëîâèß 4) è 5) òåîðåìû 7.1 ìîæíî îñëàáèòü. Äî-
ñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëüêî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ x è x(n)
lim
n→∞ ‖(A
(n) − T (n)Y AS(n)X )x(n)‖ = 0,
lim
n→∞ ‖(S
(n)
Y T
(n)
Y − I)A(x− S(n)X x(n))‖ = 0.
8. Ìåòîä óñå÷åíèß áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé
+∞∑
j=1
ak,j xj = yk, k = 1, 2, . . . , (8.1)
çäåñü x = (x1, x2, . . .) è y = (y1, y2, . . .)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë (áåñ-
êîíå÷íûå âåêòîðû), îïåðàòîð A çàäàåòñß áåñêîíå÷íîé ìàòðèöåé {ak,j}.
Ïóñòü îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè
TX = TY = T : (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , xn)
è îïåðàòîðû èíòåðïîëßöèè
SX = SY = S : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, 0, . . .).
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.1) àïïðîêñèìèðóåò êîíå÷íàß ÑËÀÓ
n∑
j=1
ak,j xj = yk, k = 1 . . n, (8.2)
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êîòîðàß ïîëó÷åíà ìåòîäîì óñå÷åíèß (èëè, êàê ãîâîðèëè ðàíüøå, ìåòî-
äîì ðåäóêöèè).
8.1. Êóáè÷åñêèå íîðìû
Ïóñòü X = Y = m  ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . .) ñ íîðìîé
||x|| = sup
j
|xj|
è X = Y = Rn ñ êóáè÷åñêîé íîðìîé
||x|| = max
j=1..n
|xj|.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
||T || = sup
||x||≤1
||T x|| = sup
||x||≤1
max
j=1..n
|xj| ≤ sup
||x||≤1
||x|| = 1 è ||S|| = 1.
×òîáû ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ÁÑËÀÓ èìåëè ñìûñë, áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ñòîßùèå òàì ðßäû àáñîëþòíî ñõîäßòñß. Òàê êàê
+∞∑
j=1
|ak,j xj| ≤
+∞∑
j=1
|ak,j| · ||x||,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñõîäßòñß ðßäû èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôè-
öèåíòîâ ñèñòåìû â êàæäîé ñòðîêå.
Èññëåäóåì íåðàâåíñòâà èç ñëåäñòâèß 7.1. Íàïîìíèì, ÷òî íóæíî íàéòè
òàêèå âåëè÷èíû m1 è m2, ÷òî âûïîëíßþòñß íåðàâåíñòâà
||(A− T AS)x|| ≤ m1 ||x||, ||(S T − I)AS x|| ≤ m2 ||x|| (8.3)
(âåðõíèé èíäåêñ (n) íå ïèøåì).
Òàê êàê S x = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .), òî êîìïîíåíòû âåêòîðà AS x
(AS x)k =
n∑
j=1
ak,j xj, k = 1, 2, . . .
Â âåêòîðå T AS x îñòàåòñß n òàêèõ ñóìì. Ïîýòîìó T AS x = Ax è ïåðâîå
íåðàâåíñòâî â (8.3) âûïîëíßåòñß ïðè m1 = m1(n) = 0.
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Îïåðàòîð S T îáíóëßåò ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàß ñ íî-
ìåðà n+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
(S T − I)AS x =
(
0, . . . , 0,−
n∑
j=1
an+1,jxj, . . .
)
,
||(S T − I)AS x|| = sup
k>n
∣∣∣ n∑
j=1
ak,j xj
∣∣∣.
Ïðè ýòîì ∣∣∣ n∑
j=1
ak,j xj
∣∣∣ ≤ n∑
j=1
|ak,j| · ||x||.
Òîãäà
m2 = m2(n) = sup
k>n
n∑
j=1
|ak,j|.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñõîäèòñß ðßä
+∞∑
k=1
( n∑
j=1
|ak,j|
)
,
òî m2(n)→ 0 ïðè n→ +∞.
8.2. Ñôåðè÷åñêèå íîðìû
Ïóñòü X = Y = l2  ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = (x1, x2, . . .) ñ íîðìîé
||x||2 =
+∞∑
j=1
x2j .
Â àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ X = Y = Rn óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ñôåðè÷åñêóþ íîðìó
||x||2 =
n∑
j=1
x2j
(íàïîìíèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå íîðìû ýêâèâàëåíò-
íû). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ||T || = 1 è ||S|| = 1.
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (8.3). Ïåðâîå èç íèõ âûïîëíßåòñß ïðè m1 =
m1(n) = 0, òàê êàê è â ýòîì ñëó÷àå T AS x = Ax (ðàâåíñòâî íå çàâèñèò
îò âûáîðà íîðì). Îöåíèì íîðìó èç 2-ãî íåðàâåíñòâà:
||(S T − I)AS x||2 =
+∞∑
k=n+1
( n∑
j=1
ak,jxj
)2
.
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Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíßêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî( n∑
j=1
ak,jxj
)2
≤
( n∑
j=1
|ak,jxj|
)2
≤
n∑
j=1
|ak,j|2 ·
n∑
j=1
|xj|2 = ||x||2 ·
n∑
j=1
|ak,j|2.
Ïîýòîìó
m22 = m
2
2(n) =
+∞∑
k=n+1
n∑
j=1
|ak,j|2 ≤
+∞∑
k=n+1
+∞∑
j=1
|ak,j|2.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
+∞∑
k=1
+∞∑
j=1
|ak,j|2 < +∞,
òî m2(n)→ 0 ïðè n→ +∞.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåøåíèå ÁÑËÀÓ (8.1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî,
òî ó êàæäîé ÑËÀÓ (8.2) ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýòèõ ðåøåíèé ñõîäèòñß ê ðåøåíèþ ÁÑËÀÓ.
9. Óñòîé÷èâîñòü ïðèáëèæåííîé ñõåìû
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A(n) íàçûâàåòñß óñòîé÷èâîé, åñëè
∃m > 0 | ∀n ≥ n0 ‖A(n)x(n)‖ ≥ m‖x(n)‖ ∀x(n) ∈ D(A(n)).
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðßò òàêæå, ÷òî óñòîé÷èâà ïðèáëèæåííàß ñõåìà. Èç
óñëîâèß óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0 îïå-
ðàòîðû A(n) èìåþò îãðàíè÷åííûå îáðàòíûå (ñì. íåðàâåíñòâî (3.7) ), ïðè-
÷åì ïîñòîßííàß m íå çàâèñèò îò n. Òîãäà ïðè n ≥ n0 àïïðîêñèìèðóþùèå
óðàâíåíèß ìîãóò èìåòü òîëüêî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ïîäîáðàòü óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü A(n) óñòîé÷èâà.
Ëåììà 9.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß ñëåäñòâèß 7.1 è, êðîìå òîãî,
∃ε > 0 | (m(n)1 ‖S(n)Y ‖+m(n)2 ) ‖T (n)X ‖ ≤ m− ε ∀n ≥ n0
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖S(n)Y ‖, ‖T (n)X ‖ îãðàíè÷åíû ñíèçó, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A(n) óñòîé÷èâà.
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Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ
ê îïåðàòîðàì A(n) îñíîâàíî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1) íà íåðà-
âåíñòâàõ
‖A(n)x(n)‖
Y
(n) ≥ m(n)‖x(n)‖ ∀x(n) ∈ D(A(n)),
ãäå
m(n) =
m− (m(n)1 ‖S(n)Y ‖+m(n)2 ) ‖T (n)X ‖
‖S(n)Y ‖ · ‖T (n)X ‖
.
Ñóùåñòâîâàíèå m = infm(n) > 0 îáåñïå÷èâàþò äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïî-
ëîæåíèß. •
Åñëè íå óñòàíîâëåíî, ÷òî ó îïåðàòîðà A åñòü îãðàíè÷åííûé îáðàò-
íûé, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèß ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîé ñõåìû,
àëüòåðíàòèâíûå óñëîâèßì òåîðåìû 7.1. Òàê îáû÷íî ïîñòóïàþò ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü x ∈ D(A), x(n) ∈ D(A(n)) è y = Ax, y(n) =
A
(n)
x(n), ïðè÷åì T (n)X x ∈ D(A(n)) ∀n. Åñëè
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A(n) óñòîé÷èâà;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y(n) T-ñõîäèòñß ê y;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(n) ñèëüíî ST-ñõîäèòñß ê A;
4) îïåðàòîðû T (n)Y îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(n) T-ñõîäèòñß ê x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (3.4) ïðè ïðîèçâîëüíîì n (ìî-
æåò áûòü, íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà)
‖T (n)X x− x(n)‖ ≤M (n)
{
‖y(n) − T (n)Y y‖+ ‖T (n)Y ‖ · ‖(A− S(n)Y A(n)T (n)X )x‖
}
è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n→∞. Èç óñëîâèß óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî
sup
n
M (n) = sup
n
sup
‖T (n)X x− x(n)‖
‖A(n)(T (n)x x− x(n))‖
= m.
Âìåñòî 3) äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîì x ∈ X
lim
n→∞ ‖(A− S
(n)
Y A
(n)
T
(n)
X )x‖ = 0. •
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Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèß òåîðåì 3.2 è 4.2 ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü èç
óòâåðæäåíèé òåîðåì 3.1 è 4.1, åñëè ïîìåíßòü ìåñòàìè òî÷íûå è àïïðîê-
ñèìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà, èõ ýëåìåíòû, òî÷íûé è àïïðîêñèìèðóþùèé
îïåðàòîð, à òàêæå îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëßöèè. Íåêîòî-
ðûå îòëè÷èß â îöåíêàõ íîðì ñâßçàíû ñ òåì, ÷òî îïåðàòîðû àïïðîêñèìà-
öèè è èíòåðïîëßöèè íå êîììóòèðóþò. Òåîðåìû 7.1 è 9.1 òàêæå îáðàçóþò
ïàðó, íî èõ óòâåðæäåíèß ïîëó÷èòü äðóã èç äðóãà ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷ó Êîøè äëß ïðî-
ñòåéøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß 1-ãî ïîðßäêà
x′(t) = g(t), t ∈ (a, b); x(a) = d.
Ïóñòü X = C([a, b]), ‖x(·)‖ = max
t∈[a,b]
|x(t)| è íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé D(A),
èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî÷íûé îïåðàòîð
A : x(·) 7→ (x′(·), x(a)).
Ïðè ýòîì Y = C([a, b]) × R1. Åñëè y = (z(·), c)  ïàðà, ñîñòîßùàß èç
ôóíêöèè è ÷èñëà, òî ‖y‖ = max
t∈[a,b]
|z(t)|+ |c|.
Âûáåðåì íà [a, b] ðàâíîîòñòîßùèå óçëû tj = a + jh, j = 0 . . n,
h = (b− a)/n. Ïóñòü X = Y = Rn+1, TX : x(·) 7→ (x(t0), . . . , x(tn)) è TY :
(z(·), c) 7→ y = (c, z(t0), . . . , z(tn−1)). Ïðè ýòîì îïåðàòîðû èíòåðïîëßöèè
òàêèå, ÷òî
x˜(t) = SXx = xj
tj+1 − t
h
+ xj+1
t− tj
h
, t ∈ [tj, tj+1], j = 0 . . n− 1,
à ýëåìåíòó y = (c, z0, . . . , zn−1) ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y˜ =
SY y = (z˜(·), c˜), ãäå c˜ = c è íåïðåðûâíàß ôóíêöèß z˜(·) íà îòðåçêàõ
[tj, tj+1], j = 0..n − 2 âîññòàíàâëèâàåòñß òî÷íî òàê æå, êàê x˜(·), ìåòî-
äîì êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëßöèè, íî z˜(t) = zn−1 íà [tn−1, tn].
Åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è
Êîøè, òî àïïðîêñèìèðóþùàß ÑËÀÓ èìååò âèä
x0 = d,
x1 − x0
h
= g(t0), . . . ,
xn − xn−1
h
= g(tn−1).
Ïðîâåðèì, âûïîëíßþòñß ëè óñëîâèß òåîðåìû 9.1.
Íåâûðîæäåííàß ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ÑËÀÓ èìååò äâå äèàãîíà-
ëè, íà ãëàâíîé ñòîßò ÷èñëà 1 è 1/h, à íèæå −1/h. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
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îáðàòíàß ìàòðèöà  òðåóãîëüíàß, ïåðâûé åå ñòîëáåö ñîñòîèò èç åäèíèö,
à îñòàëüíûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ëåâîãî íèæíåãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû h.
Òîãäà ‖A−1‖ = 1+ nh = 1+ b− a è ‖x‖ = ‖A−1Ax‖ ≤ (1 + b− a)‖Ax‖, òî
åñòü
||Ax|| ≥ 1
1 + b− a ||x||.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðîâ óñ-
òîé÷èâà (óñëîâèå 1) ).
Ïðîâåðèì óñëîâèå 3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
‖(A− SYATX)x‖ = ||x′(·)− z˜(·)||+ |x(a)− x(t0)|,
ãäå z˜(·)  ôóíêöèß èç ïàðû SYATXx, ïðè÷åì
||x′(·)− z˜(·)|| = max
j=0..n−1
max
t∈[tj ,tj+1]
|x′(t)− z˜(t)|.
Î÷åâèäíî, ÷òî |x(a)− x(t0)| = 0. Òàê êàê
ATXx =
(
x(t0),
x(t1)− x(t0)
h
, . . . ,
x(tn)− x(tn−1)
h
)
,
òî ïðè j = n− 1∣∣∣∣∣x′(t)− x(tn)− x(tn−1)h
∣∣∣∣∣ = |x′(t)− x′(ξ)| ≤ ω(x′(·), h)
(çäåñü ξ ∈ (tn−1, tn)) è ïðè j = 0 . . n− 2∣∣∣∣∣x′(t)− x(tj)− x(tj−1)h tj+1 − th − x(tj+1)− x(tj)h t− tjh
∣∣∣∣∣ ≤
≤ tj+1 − t
h
|x′(t)− x′(ξ)| + t− tj
h
|x′(t)− x′(η)| ≤ ω(x′(·), h)
(çäåñü ξ ∈ (tj−1, tj) è η ∈ (tj, tj+1) ). Òîãäà
‖(A− SYATX)x‖Y ≤ ω(x′(·), h)→ 0 ïðè n→∞.
Íàêîíåö, óñëîâèß 2) è 4) âûïîëíåíû, òàê êàê y = TY y è ||Ty|| =
1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ
óðàâíåíèé ñõîäèòñß ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.
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10. Íåëèíåéíàß ïðèáëèæåííàß ñõåìà
Ðàñïðîñòðàíèì íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.1.
Ïóñòü X, Y  íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y  íåëè-
íåéíûé îïåðàòîð. Ïóñòü X(n), Y (n)  àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà,
T
(n)
X , S
(n)
X , T
(n)
Y , S
(n)
Y  ëèíåéíûå îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïî-
ëßöèè. Ïóñòü A(n) : X(n) → Y (n)  àïïðîêñèìèðóþùèå (íåëèíåéíûå)
îïåðàòîðû. Â äàëüíåéøåì âåðõíèé èíäåêñ (n) óêàçûâàòü íå áóäåì.
Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, àíàëîãè÷íûõ îïðåäåëåíèßì ëèíåéíîé
òåîðèè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A ñèëüíî ST -ñõîäèòñß ê îïåðàòîðó
A, åñëè
||A(x)− SY A(TX x)|| → 0 ïðè n→ +∞ ∀x ∈ D(A).
Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A ñèëüíî TS-ñõîäèòñß ê
îïåðàòîðó A, åñëè
||TY A(SX x)− A(x)|| → 0 ïðè n→ +∞ ∀x ∈ D(A).
Ýòè îïðåäåëåíèß ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëå-
íèßìè èç ï. 7.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè, åñëè
||TYA(x)− A(TXx)|| → 0 ïðè n→ +∞ ∀x ∈ D(A).
Ïðè ýòîì, åñëè îïåðàòîðû TY îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, òî èç ñèëüíîé
ST -ñõîäèìîñòè ñëåäóåò óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè, òàê êàê
||TYA(x)− A(TXx)|| = ||TYA(x)− TY SYA(TXx)|| ≤
≤ ||TY || ||A(x)− SY A(TX x)||.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèß àïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò ñèëüíàß TS-ñõîäè-
ìîñòü (íî íå íàîáîðîò, òàê êàê íå äëß âñåõ x ∈ X íàéäåòñß òàêîé ýëåìåíò
x ∈ X, ÷òî x = SXx).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ A óñòîé÷èâà, åñëè ∃ íåïðåðûâíàß íà
[0,+∞) ôóíêöèß ω(·), ñòðîãî âîçðàñòàþùàß, ω(0) = 0, ω(+∞) = +∞ è
òàêàß, ÷òî
||A(x1)− A(x2)|| ≥ ω(||x1 − x2||) ∀n ≥ n0, ∀x1, x2 ∈ D(A).
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Â ýòîì îïðåäåëåíèè ñóùåñòâåííî òî, ÷òî íàéäåòñß îáðàòíàß ê ω(·) íåïðå-
ðûâíàß ôóíêöèß α(·), α(0) = 0, α(+∞) = +∞ è òàêàß, ÷òî
||x1 − x2|| ≤ α(||A(x1)− A(x2)||) ∀n ≥ n0, ∀x1, x2 ∈ D(A)
(óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè).
Íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ X íåâûðîæäåííû, åñëè èç ||TX x|| → 0 ïðè
n→ +∞ ñëåäóåò, ÷òî x = 0 (óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè íîðì).
Ïóñòü òî÷íîå è àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâíåíèß èìåþò âèä
A(x) = 0 è A(x) = 0.
Ëåììà 10.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, òî àïïðîêñè-
ìèðóþùèå óðàâíåíèß ìîãóò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå (õîòß áû íà-
÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèé äâà: x1 è x2. Òîãäà èç
óñëîâèß óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî
||x1 − x2|| ≤ α(||A(x1)− A(x2)||) = α(0) = 0. •
Ëåììà 10.2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè, óñëîâèå óñ-
òîé÷èâîñòè è óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè íîðì, òî òî÷íîå óðàâíåíèå
ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèé äâà: x1 è x2. Òîãäà èç
óñëîâèß óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî
||TX(x1 − x2)|| = ||TXx1 − TXx2|| ≤ α(||A(TXx1)− A(TXx2)||).
Ïðè ýòîì
||A(TXx1)−A(TXx2)|| ≤= ||A(TXx1)− TYA(x1)||+ ||TYA(x2)−A(TXx2)||.
Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞ è ïîëó÷èì x1 − x2 = 0. •
Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü òî÷íîå óðàâíåíèå è àïïðîêñèìèðóþùèå óðàâ-
íåíèß èìåþò ðåøåíèß (õîòß áû íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà). Åñëè
1) ïðèáëèæåííàß ñõåìà óñòîé÷èâà;
2) âûïîëíßåòñß ïåðâîå óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè è
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3) íîðìû â X íåâûðîæäåííû,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé T -ñõî-
äèòñß ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x  ðåøåíèå òî÷íîãî óðàâíåíèß, à x  ðåøå-
íèå àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß. Èç ëåìì 10.1 è 10.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòè
ðåøåíèß åäèíñòâåííû. Ðàññìîòðèì T-ïîãðåøíîñòü ðåøåíèß. Èç óñëîâèß
àïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò, ÷òî
||TXx− x|| ≤ α(||A(TXx)− A(x)||).
Íî
||A(TXx)− A(x)|| = ||A(TXx)|| = ||A(TXx)− TYA(x)||.
Îñòàëîñü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→ +∞. •
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó Êîøè äëß ÎÄÓ 1-ãî ïîðßäêà
x′ = f(t, x), t ∈ (a, b); x(a) = d.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f è ∂f/∂x íåïðåðûâíû è |∂f/∂x| ≤ c. Òîãäà
ó çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Çàïèøåì òî÷íîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå. Ïóñòü
A : x(·)→ (x′(·)− f(·, x(·)), x(a)− d),
ïðîñòðàíñòâà X è Y  òàêèå æå, êàê â ïðèìåðå èç ï. 9.
Ïîñòðîèì àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîð äëß ìåòîäà Ýéëåðà. Ïðè ðàâ-
íîîòñòîßùèõ óçëàõ tj = a + jh, j = 0 . . n, ìåòîä Ýéëåðà ñâîäèòñß ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé
x0 = d, xk = xk−1 + h f(tk−1, xk−1), k = 1 . . n,
î÷åâèäíî, ÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òîãäà
A : x→
(
x0 − d, x1 − x0
h
− f(t0, x0), . . . , xn − xn−1
h
− f(tn−1, xn−1)
)
,
ïðè ýòîì X = Y = Rn+1.
Ïðîâåðèì, âûïîëíßþòñß ëè óñëîâèß òåîðåìû 10.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
||TYA(x)− A(TXx)|| = max
(
|x(a)− x(t0)|,
∣∣∣x′(t0)− x(t1)− x(t0)
h
∣∣∣, . . .
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. . . ,
∣∣∣x′(tn−1)− x(tn)− x(tn−1)
h
∣∣∣) ≤ ω(x′(·);h),
òàê ÷òî óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè âûïîëíåíî.
Óáåäèìñß â òîì, ÷òî è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âûïîëíßåòñß. Îáîçíà÷èì
u = x1 − x2 è v = A(x1) − A(x2). Äîêàæåì, ÷òî ||u|| ≤ C||v||, ãäå C 
íåêîòîðàß ïîñòîßííàß.
Èç ñèñòåìû àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî
v0 = u0; vk =
uk − uk−1
h
− ∂f
∂x
(tk−1, ξk)uk−1, k = 1 . . n
(çäåñü ÷èñëî ξk ðàñïîëîæåíî ìåæäó x1k−1 è x2k−1). Òîãäà ïðè k = 1 . . n
uk =
(
1 + h
∂f
∂x
(tk−1, ξk)
)
uk−1 + hvk
è
|uk| ≤ (1 + hc) |uk−1|+ h|vk|.
Òàê êàê |u0| = |v0| è |vk| ≤ ||v|| ∀k, òî
|u1| ≤ (1 + hc) |v0|+ h|v1| ≤ (1 + hc+ h) ||v||,
|u2| ≤ (1 + hc)(1 + hc+ h) ||v||+ h||v|| = [(1 + hc)2 + h(1 + hc) + h] ||v||,
|u3| ≤ [(1 + hc)3 + h(1 + hc)2 + h(1 + hc) + h] ||v||
è òàê äàëåå. Ïîýòîìó
|un| ≤ Cn||v||,
Cn = (1 + hc)
n + h(1 + hc)n−1 + . . .+ h = (1 + hc)n + h
(1 + hc)n − 1
1 + hc− 1 =
=
(1 + hc)n(1 + c)− 1
c
,
ïðè ýòîì
lim
n→+∞(1 + hc)
n = e(b−a)c.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
C = max
(
1,
e(b−a)c(1 + c)− 1
c
)
.
42
11. Äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà
è äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû
Ïóñòü X è X′  ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì ñêàëßðîâ K. Åñëè
çàäàí áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ : X× X′ → K, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ϕ ïðèâîäèò ïðîñòðàíñòâà X è X′ â äâîéñòâåííîñòü è áóäåì íàçûâàòü X
è X′ äâîéñòâåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Åñëè íå íóæíî óêàçûâàòü, êàêèå
èìåííî áèëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû óñòàíàâëèâàþò îòíîøåíèå äâîéñòâåí-
íîñòè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè, òî âìåñòî ϕ(x, x′) áóäåì èñïîëüçîâàòü âû-
ðàæåíèå < x, x′ >.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèß âñåõ
ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ è ôóíêöèîíàëîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Îãðàíè÷èìñß ñëó÷àåì, êîãäà K 
ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Îáà ïðîñòðàíñòâà â äâîéñòâåííîé ïàðå ðàâíîïðàâíû. Ïðîñòðàíñòâî
ìîæåò áûòü äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå. Íàïðèìåð, ëþáîå âåùåñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâîéñòâåííî ñàìî ñåáå îòíîñè-
òåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû < x, x′ >= (x, x′). Ïîýòîìó êîíñòðóêöèþ
< x, x′ > áóäåì íàçûâàòü áèñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ x è
x′.
Äâîéñòâåííîñòü íàçûâàåòñß òîòàëüíîé, åñëè èç < x, x′ >= 0 ∀x′ ∈
X′ ñëåäóåò, ÷òî x = 0, è èç < x, x′ >= 0 ∀ x ∈ X ñëåäóåò, ÷òî x′ =
0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî óñëîâèå òîòàëüíîñòè âñåãäà
âûïîëíßåòñß.
Åñëè äâîéñòâåííîñòü òîòàëüíàß è < x1, x′ >=< x2, x′ > ∀x′ ∈ X′, òî
x1 = x2. Èìååòñß òàêæå ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå: åñëè ∀x 6= 0 ∃x′ | <
x, x′ >6= 0 è ∀x′ 6= 0 ∃ x | < x, x′ >6= 0, òî äâîéñòâåííîñòü òîòàëüíàß.
Óñëîâèå òîòàëüíîñòè êàê áû âûðàâíèâàåò äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà
ïî êîëè÷åñòâó ñîäåðæàùèõñß â íèõ ýëåìåíòîâ. Ìîæíî, íàïðèìåð, óñòàíî-
âèòü äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðîâ (x1, . . . , xn) è ìíî-
æåñòâîì ñêàëßðîâ x′ ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà < x, x′ >=
x1x
′. Íî òàêàß äâîéñòâåííîñòü, î÷åâèäíî, íå òîòàëüíàß.
Åñëè óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
X è X′, òî êàæäîìó ýëåìåíòó x′ ∈ X′ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé íà X
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x 7→< x, x′ >. Òàêæå, êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé íà X′ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′ 7→< x, x′ >.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì èç äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ ôàêòè÷åñêè çà-
äàíà òîïîëîãèß (ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ). Íî òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ ïîêà ðàññìàòðèâàòüñß íå áóäóò.
Ïóñòü X,X′ è Y,Y′  äâîéñòâåííûå ïàðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ,
A : X → Y′  ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïåðàòîð A′ : Y → X′ íàçûâà-
åòñß äâîéñòâåííûì ê A, åñëè
< x,A′y >=< y,Ax > ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y.
Â äàëüíåéøåì ñòàíåò ßñíî, ïî÷åìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ óäîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç îäíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
â äâîéñòâåííîå ê äðóãîìó. Äëß ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y è
A′ : Y′ → X′ óñëîâèå äâîéñòâåííîñòè èìåëî áû âèä
< x,A′y′ >=< Ax, y′ > ∀x ∈ X, ∀ y′ ∈ Y′.
Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó, íå âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A : X → Y′, òî îïåðàòîð A′ îïðåäåëßåò-
ñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòó y ∈ Y ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå òàêîé
ýëåìåíò x′ ∈ X′, ÷òî < x, x′ >=< y,Ax > ∀ x ∈ X. Íåò îñíîâàíèé
óòâåðæäàòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò x′ âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåí.
Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèß äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà ßâ-
ëßåòñß ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå (äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî äâîéñòâåí-
íîé ïàðû X,X′): äëß ëþáîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f íà X íàéäåòñß
òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ X′, ÷òî < x, x′ >= f(x) ∀x ∈ X.
Äëß ïàðû (H,H), ãäå H  ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à äâîéñòâåííîñòü
çàäàåòñß ñ ïîìîùüþ ñêàëßðíîãî ïðîèçâåäåíèß, ýòî óñëîâèå âûïîëíßåòñß
(òåîðåìà Ô. Ðèññà îá îáùåì âèäå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ).
Ëåììà 11.1. Åñëè äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû ñóùåñòâóþò, òî
1) (A+B)′ = A′ +B′;
2) (kA)′ = kA′;
3) (BA)′ = A′B′;
4) (A′)′ = A;
5) I ′ = I (I  òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B  ëèíåéíûå îïåðàòîðû èç X â Y′. Ïóñòü
ñóùåñòâóþò äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû A′ è B′, ïðè ýòîì âûïîëíßþòñß
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òîæäåñòâà < x,A′y >=< y,Ax > è < x,B′y >=< y,Bx > ∀x ∈ X, ∀ y ∈
Y. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî < x, (A′+B′)y >=< y, (A+B)x >. Òîãäà A′+B′
 îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé ê ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A+B.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñß îñòàëüíûå ðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, ïóñòü A :
X→ Y′, A′ : Y→ X′ è B : Y′ → Z, B′ : Z′ → Y  äâå ïàðû äâîéñòâåííûõ
îïåðàòîðîâ, ïðè ýòîì < x,A′y >=< y,Ax > è < By′, z′ >=< B′z′, y′ >.
Òîãäà < x,A′B′z′ >=< B′z′, Ax >=< BAx, z′ >, òî åñòü îïåðàòîð A′B′ :
Z′ → X′ ßâëßåòñß äâîéñòâåííûì ê îïåðàòîðó BA : X→ Z.
Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîäðàçóìåâàåòñß, ÷òî Y = X, Y′ = X′ è I :
X→ X. •
Ëåììà 11.2. Ïóñòü X = X′ = Y = Y′ = C([a, b]), è îòíîøåíèå
äâîéñòâåííîñòè çàäàíî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî áèëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà
< x, x′ >= ϕ(x, x′) =
b∫
a
x(t)x′(t) dt.
Åñëè k(τ, t)  íåïðåðûâíàß ôóíêöèß, òî
A : x(t) 7→ x(t) +
b∫
a
x(τ) k(τ, t) dτ è A′ : y(t) 7→ y(t) +
b∫
a
y(τ) k(t, τ) dτ
 äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû.
Äåéñòâèòåëüíî,
< x,A′y >=
b∫
a
x(t)
(
y(t) +
b∫
a
y(τ) k(t, τ) dτ
)
dt =
=
b∫
a
x(t) y(t) dt+
b∫
a
y(τ)
( b∫
a
x(t) k(t, τ) dt
)
dτ
è, åñëè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå t è τ âî âòîðîì ñëàãàåìîì,
< x,A′y >=
b∫
a
y(t)
(
x(t) +
b∫
a
x(τ) k(τ, t) dτ
)
dt =< y,Ax > . •
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äâîéñòâåííîé ïàðîé îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîãî
èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà áóäåò òàêæå ëþáàß ïàðà ïðîñòðàíñòâ ôóíê-
öèé, ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ êîòîðûõ èíòåãðèðóåìî.
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12. Ìåòîä Ãàëåðêèíà
Â ï. 5 áûë îïèñàí ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèß Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Ðàñïðîñòðàíèì ýòîò ìåòîä
íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäîâ Ðèò-
öà, Áóáíîâà, Ãàëåðêèíà, Ïåòðîâà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñß ïðè ïðèáëèæåí-
íîì ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïðèíßòî
ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí îáùèé ìåòîä  ìåòîä Ãàëåðêèíà.
Ïóñòü X, Y  ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y  ëèíåéíûé
îïåðàòîð. Çàïèøåì ëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y. (12.1)
Ìåòîä Ãàëåðêèíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü X′ è Y′  ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, äâîéñòâåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Âûáå-
ðåì â D(A) ⊂ X ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ xj, j = 1, 2, . . .
(êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó) è â Y′ âûáåðåì ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ y′k, k = 1, 2, . . . (ïðîåêöèîííóþ ñèñòåìó). Áóäåì èñêàòü ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (12.1) â âèäå
x˜ =
n∑
j=1
xj xj,
ãäå n  íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èñêîìûå êîýôôèöèåíòû xj íóæíî
ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíßëèñü ðàâåíñòâà
< A x˜− y, y′k >= 0, k = 1 . . n
(ò. å. íåâßçêà óðàâíåíèß (12.1) äîëæíà áûòü áèîðòîãîíàëüíà ýëåìåíòàì
ïðîåêöèîííîé ñèñòåìû). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèþ (12.1) ñòàâèòñß â ñî-
îòâåòñòâèå àïïðîêñèìèðóþùàß åãî ÑËÀÓ
n∑
j=1
< Axj, y
′
k > xj =< y, y
′
k >, k = 1 . . n. (12.2)
Â îáùåì ñëó÷àå íå ßñíî, ðàçðåøèìà èëè íåò ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé (12.2). Òàêæå íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x˜ = x˜(n) ñõîäèòñß (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) ïðè
n → ∞ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Äëß îáîñíîâàíèß ìåòîäà Ãàëåðêèíà íóæíî
ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèß.
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Ïóñòü x′j, j = 1, 2, . . .  ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X′, áèîðòî-
íîðìèðîâàííàß ñ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ xj, à yk, k = 1, 2, . . .
 ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Y, áèîðòîãîíàëüíàß ñ ïðîåêöèîííîé
ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ y′k. Ïðè ýòîì âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà < xj, x′k >= δkj
è < yj, y′k >= δkj, k, j = 1, 2, . . .. ×èñëà < x, x′j > áóäåì íàçûâàòü êî-
ýôôèöèåíòàìè Ãàëåðêèíà ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ýëåìåíòîâ
x′j.
Ïóñòü îïåðàòîð àïïðîêñèìàöèè TX ýëåìåíòó x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
n ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ Ãàëåðêèíà, à îïåðàòîð èíòåðïîëßöèè SX ïî
âåêòîðó x = (x1, . . . , xn) âîññòàíàâëèâàåò ýëåìåíò x˜ =
n∑
j=1
xj xj. Àíàëî-
ãè÷íî,
TY : y 7→ (< y, y′1 >, . . . , < y, y′n >), SY : y = (y1, . . . , yn) 7→ y˜ =
n∑
k=1
yk yk.
Òåïåðü ßñíî, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùàß ÑËÀÓ (12.2) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
óðàâíåíèå ïðèâû÷íîãî âèäà TY ASXx = y, ãäå y = TY y. Åñëè ïðåäïîëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû
íîðìû, òî óñëîâèß ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç
óñëîâèé òåîðåìû 9.1.
×àñòî óñëîâèß ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ôîðìóëèðóþò íà ßçûêå
ïðîåêòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [Òð.ÔÀ], 30).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð
PX = SX TX : x 7→
n∑
j=1
< x, x′j > xj
ßâëßåòñß ïðîåêòîðîì â X, ò. å. P 2X = PX , à îïåðàòîð PY = SY TY ßâëßåòñß
ïðîåêòîðîì â Y.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòîðà PX
APX x = A
n∑
j=1
< x, x′j > xj =
n∑
j=1
< x, x′j > Axj.
Åñëè ïðèðàâíßòü êîýôôèöèåíòû Ãàëåðêèíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû {y′k}
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, òî ïîëó÷èì ÑËÀÓ
< APX x, y
′
k >=< y, y
′
k >, k = 1 . . n
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èëè, ÷òî îäíî è òî æå,
n∑
j=1
< Axj, y
′
k >< x, x
′
j >=< y, y
′
k >, k = 1 . . n. (11.3)
ßñíî, ÷òî ÷èñëà aj â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèß (11.1) ïðåäñòàâ-
ëßþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Ãàëåðêèíà åãî ðåøåíèß x îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû ýëåìåíòîâ x′j.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (11.3) è îïðåäåëßåò àïïðîêñèìèðóþùåå îïåðàòîð-
íîå óðàâíåíèå. Ýòó ñèñòåìó ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü â âèäå
PY APX x = PY y, (11.4)
ïðè ýòîì óðàâíåíèß (11.3)  ýòî óðàâíåíèå (11.4), çàïèñàííîå â êîîðäè-
íàòàõ. Óðàâíåíèå (11.4) áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåííûì óðàâíåíèåì. Åãî
ðåøåíèß x˜ = PX x ∈ X.
Ìåòîä Ãàëåðêèíà äëß ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß íåëèíåéíîãî îïåðà-
òîðíîãî óðàâíåíèß A(x) = 0 ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííîìó óðàâíåíèþ
PYA(PXx) = 0, à òî÷íåå ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà
< A(PXx), y
′
k >= 0, k = 1 . . n
îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ãàëåðêèíà èñêîìîãî ýëåìåíòà.
Ïîêàæåì, ÷òî àïïðîêñèìèðóþùàß ÑËÀÓ (11.3) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
â ðåçóëüòàòå íåñêîëüêî èíûõ ðàññóæäåíèé. Ýëåìåíòó x ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå åãî ðßä Ãàëåðêèíà ïî áèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
+∞∑
j=1
< x, x′j > xj.
Òîãäà
Ax =
+∞∑
j=1
< x, x′j > Axj.
Åñëè ïðèðàâíßåì êîýôôèöèåíòû Ãàëåðêèíà ýëåìåíòîâ Ax è y ïî ñè-
ñòåìå ýëåìåíòîâ y′k, òî ïîëó÷èì ÁÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ
Ãàëåðêèíà ýëåìåíòà x
+∞∑
j=1
< Axj, y
′
k >< x, x
′
j >=< y, y
′
k >, k = 1, 2, . . . (11.5)
Ïîýòîìó ìåòîä Ãàëåðêèíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä óñå÷åíèß áåñ-
êîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (11.5).
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Åñëè X è Y  ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, òî äâîéñòâåííûå (ñîïðßæåí-
íûå) ïðîñòðàíñòâà X′ è Y′ â ñèëó òåîðåìû Ô. Ðèññà ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ X è Y, à áèñêàëßðíûå ïðîèçâåäåíèß çàìåíèòü íà ñêàëßðíûå ïðîèçâåäå-
íèß: < x, x′j >= (x, x′j) è < y, y′k >= (y, y′k). Òîãäà ÁÑËÀÓ (11.5) ïðèìåò
âèä
+∞∑
j=1
(Axj, y
′
k) (x, x
′
j) = (y, y
′
k), k = 1, 2, . . . (11.6)
Åñëè Y = X, òî îäíó è òó æå ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
è êàê êîîðäèíàòíóþ, è êàê ïðîåêöèîííóþ. Êðîìå òîãî, åñëè ýòà ñèñòå-
ìà îðòîãîíàëüíàß, òî êîýôôèöèåíòû è ðßäû Ãàëåðêèíà ßâëßþòñß òàêæå
êîýôôèöèåíòàìè è ðßäàìè Ôóðüå.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ìåòîä Ãàëåðêèíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê âàðèàíò ìåòîäà ïîëóîáðàùåíèß  îäíîãî èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðè-
åìîâ ðåøåíèß îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = A1 + A2, ïðè÷åì A1  ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûé îïåðàòîð ñ áåñêîíå÷íûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, äåéñòâóþùèé
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü A1xj = λjxj, j = 1, 2, . . ., ïðè
ýòîì xj  ïîëíàß îðòîíîðìèðîâàííàß ñèñòåìà ýëåìåíòîâ â X. Îáîçíà-
÷èì aj = (x, xj), j = 1, 2, . . . Ñ÷èòàß, ÷òî yk = xk k = 1, 2, . . ., ïîëó÷èì èç
(11.6)
+∞∑
j=1
(λjxj + A2xj, xk) aj = (y, xk), k = 1, 2, . . .
èëè
λkak +
+∞∑
j=1
(A2xj, xk) aj = (y, xk), k = 1, 2, . . . (11.7)
Íî åñëè (λj, xj)  ñîáñòâåííûå ïàðû îïåðàòîðà A1, òî ëåãêî ïîñòðîèòü
îïåðàòîð, îáðàòíûé ê A1 (ñì., íàïðèìåð, [Ìèõ.Ó×Ï, ñ. 101]):
A−11 : y 7→
+∞∑
k=1
1
λk
(y, xk) xk.
Äåéñòâèòåëüíî,
A−11 A1x =
+∞∑
k=1
1
λk
(+∞∑
j=1
λj(x, xj)xj, xk
)
xk =
+∞∑
k=1
1
λk
λk(x, xk)xk = x.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ê óðàâíåíèþ A1x+A2x = y ïðèìåíèòü îïåðà-
òîð A−11 , òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå
x+
+∞∑
k=1
1
λk
(A2x, xk) =
+∞∑
k=1
1
λk
(y, xk)xk
è ÁÑËÀÓ äëß êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà x
ak +
1
λk
+∞∑
j=1
(A2xj, xk)ak =
1
λk
(y, xk), k = 1, 2, . . . .
Óðàâíåíèß ýòîé ÁÑËÀÓ îòëè÷àþòñß îò óðàâíåíèé ÁÑËÀÓ (11.7) òîëüêî
ìíîæèòåëåì.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìû ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòè îïåðàòîðà ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëßåò
ñîáîé ìåòîä ïîëóîáðàùåíèß.
13. Àïïðîêñèìàöèß äâîéñòâåííîñòè
Ïóñòü X,X′ è Y,Y′  äâîéñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y è
A′ : Y′ → X′  äâîéñòâåííûå îïåðàòîðû. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y
àïïðîêñèìèðóþò ïðîñòðàíñòâà X è Y, à TX , SX , TY , SY  îïåðàòîðû àï-
ïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëßöèè. ×òîáû àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîñòðàíñòâà
X′, Y′ è îïåðàòîð A′, íóæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîðû T ′X , S ′X , T ′Y , S ′Y è A′
(ñì. ðèñ. 2).
X′ A
′
←− Y′
TX′ ↓↑ SX′ TY ′ ↓↑ SY ′
X′ A
′←− Y′
Ðèñ. 2.
Ðàññìîòðèì íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè äâîéñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ. Ïóñòü X′ è Y′  ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåí-
íûå ê X è Y.
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Ëåììà 13.1. Åñëè îïåðàòîðû TX è SX èìåþò äâîéñòâåííûå, òî
ïðîñòðàíñòâî X′ àïïðîêñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî X′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ àïïðîêñèìàöèè è èíòåð-
ïîëßöèè TXSX = I (â ïðîñòðàíñòâå X). Èç ñâîéñòâ 3) è 5) äâîéñòâåííûõ
îïåðàòîðîâ (ëåììà 11.1) ñëåäóåò, ÷òî äëß îïåðàòîðîâ T ′X : X
′ → X′ è
S ′X : X′ → X′ âûïîëíßåòñß òîæäåñòâî S ′XT ′X = I (â ïðîñòðàíñòâå X′).
Ïîýòîìó X′  àïïðîêñèìàöèß X′, ïðè ýòîì îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è
èíòåðïîëßöèè òàêîâû, ÷òî TX′ = S ′X , SX′ = T ′X . •
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî X′ = X′ íå îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèè àïïðîê-
ñèìàöèè è äâîéñòâåííîñòè êîììóòèðóþò. Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî X′ ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ïðî-
ñòðàíñòâà X′ (èç âñåõ âîçìîæíûõ àïïðîêñèìàöèé).
Ëåììó 13.1 ìîæíî áûëî áû ñôîðìóëèðîâàòü â äðóãîé ôîðìå: ïðî-
ñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê àïïðîêñèìèðóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, àïïðî-
êñèìèðóåò ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê òî÷íîìó.
Ïî àíàëîãèè ìîæíî âûáèðàòü Y′ = Y′.
Ëåììà 13.2. Åñëè îïåðàòîð A′ ñóùåñòâóåò, òî îí àïïðîêñèìèðóåò
îïåðàòîð A′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð A : X→ Y àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð
A : X→ Y. Êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèß äâîéñòâåííîãî
îïåðàòîðà, îïåðàòîð A′ äåéñòâóåò èç Y′ â X′.
Ðàâåíñòâî A′ = A′ òàêæå ñëåäóåò ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî A′ 
îäèí èç îïåðàòîðîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ A′. Ìîæíî âûáðàòü è äðóãîé
àïïðîêñèìèðóþùèé îïåðàòîð. •
Åñëè X′ = X′, Y′ = Y′ è A′ = A′, òî äèàãðàììà íà ðèñ. 2 óòî÷íßåòñß
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 3).
X′ A
′
←− Y′
S ′X ↓↑ T ′X S ′Y ↓↑ T ′Y
X′ A
′
←− Y′
Ðèñ. 3.
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Ëåììà 13.3. Åñëè A′ = A′, òî (A0)′ = (A′)0 è (A˜ 0)′ = (˜A′)0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû ïðè åñòåñòâåííîé
àïïðîêñèìàöèè A0 = TY ASX ïîëó÷èì (A0)′ = S ′X A′ T ′Y . Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû (A′)0 = TX′ A′ SY ′ = S ′X A′ T ′Y . Ïîýòîìó "îïåðàöèè" 0 è ′ â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå ïåðåñòàíîâî÷íû.
Êðîìå òîãî, (A˜ 0)′ = (SY ATX)′ = T ′X A
′
S ′Y è (˜A′)
0
= T ′X A′ S
′
Y . Çàìå-
òèì, ÷òî ïðè A′ 6= A′ âòîðîå ðàâåíñòâî íå âûïîëíßåòñß. •
Â äîïîëíåíèå ê ëåììå 13.3 ïðèâåäåì åùå ïàðó ôîðìóë:
(A˜
0
)
0
= (SY ATX)
0
= TY SY ATX SX = A,
˜
(A
0
)
0
= ˜(TY ASX)0 = SY TY ASX TX 6= A.
Äëß ñîïðßæåííûõ è àëãåáðàè÷åñêè ñîïðßæåííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïå-
ðàòîðîâ èìåþò ìåñòî àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèß.
14. Àáñòðàêòíîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå  ðàçäåë òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷,
ïîñâßùåííûé ìåòîäàì ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè
íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ
(ñì., íàïðèìåð, [Àøì.ËÏ]). Äâå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèß â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå ñòàâßòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðß-
ìàß çàäà÷à
< c, x >→ max, Ax ≤ b, x ≥ 0 (14.1)
è äâîéñòâåííàß çàäà÷à
< b, y >→ min, A′y ≥ c, y ≥ 0, (14.2)
çäåñü x ∈ Rn è y ∈ Rm  èñêîìûå âåêòîðû, c ∈ Rn è b ∈ Rm  çàäàííûå
âåêòîðû, A  çàäàííàß ìàòðèöà ðàçìåðà m×n, A′  òðàíñïîíèðîâàííàß
ìàòðèöà.
Ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è (14.1) è (14.2), ßâ-
ëßþòñß êîíå÷íîìåðíûìè. Ïîñòàâèì âîïðîñ: åñëè ñ÷èòàòü ýòè çàäà÷è àï-
ïðîêñèìèðóþùèìè, òî êàêèìè ìîãóò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷íûå
çàäà÷è?
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Ñàìûé åñòåñòâåííûé âàðèàíò îòâåòà  çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèß: ïðßìàß çàäà÷à
β∫
α
c(τ)x(τ) dτ → max,
(14.3)
β∫
α
A(t, τ)x(τ) dτ ≤ b(t), t ∈ [γ, δ], x(τ) ≥ 0, τ ∈ [α, β],
è äâîéñòâåííàß çàäà÷à
δ∫
γ
b(t)y(t) dt→ min,
(14.4)
δ∫
γ
A(τ, t)y(t) dt ≥ c(τ), τ ∈ [α, β], y(t) ≥ 0, t ∈ [γ, δ].
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çäåñü âñå ôóíêöèè íåïðåðûâíû.
Äåéñòâèòåëüíî, çàäàäèì óçëû àïïðîêñèìàöèè τj ∈ [α, β], j = 1 . . N
è tk ∈ [γ, δ], k = 1 . . M . Çàìåíèì èíòåãðàëû íà ñóììû âèäà
β∫
α
f(τ) dτ ≈
N∑
j=1
rj f(τj),
δ∫
γ
g(t) dt ≈
M∑
k=1
sk g(tk),
çäåñü rj è sk  (íåîòðèöàòåëüíûå) êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíûõ ôîð-
ìóë. Îáîçíà÷èì xj = rj x(τj), yk = sk y(tk) è òîãäà ïîëó÷èì èç (14.3)
N∑
j=1
c(τj) xj → max,
N∑
j=1
A(tk, τj)xj ≤ b(tk), k = 1 . . M, xj ≥ 0, j = 1 . . N
è èç (14.4)
M∑
k=1
b(tk) yk → min,
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M∑
k=1
A(tk, τj) yk ≥ c(τj), j = 1 . . N, yk ≥ 0, k = 1 . . M.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ñèëû âäîëü
óïðóãîé ñòðóíû. Êàê èçâåñòíî (ñì. [ÊÔ.ÝÒÔ], ãë. 9, 1), äëß ñòðóíû, çà-
êðåïëåííîé â òî÷êàõ x = 0 è x = l, îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèß ðàâíîâåñèß
ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ñèëû p(x) âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå
u(x) =
l∫
0
G(x, t)p(t) dt,
ãäå G(x, t)  ôóíêöèß Ãðèíà. Ïóñòü íóæíî íàéòè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñèëû âäîëü ñòðóíû ïðè ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé íàãðóçêå, ÷òîáû êàæ-
äàß òî÷êà ñòðóíû âûøëà çà ïðåäåëû íåêîòîðîé çàäàííîé îáëàñòè. Òîãäà
ïîëó÷èì çàäà÷ó èíòåãðàëüíîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèß
l∫
0
p(t) dt→ min,
l∫
0
G(x, t)p(t) dt ≥ q(x), p(t) ≥ 0.
Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îáîáùèòü ïîñòàíîâêè ïðßìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, ÷òîáû çàäà÷è èíòåãðàëüíîãî ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèß îêàçàëèñü èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì.
Ïóñòü X,X′,Y,Y′  óïîðßäî÷åííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü
÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííûå ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è óìíîæå-
íèß íà ñêàëßðû, ñîãëàñîâàííûìè ñ óïîðßäî÷åííîñòüþ: 1) x ≥ x ∀x; 2)
åñëè x ≥ y, y ≥ z, òî x ≥ z; 3) åñëè x ≥ y, y ≥ x, òî x = y; 4) åñëè x ≥ y,
òî x+ z ≥ y + z ∀z; 5) åñëè x ≥ 0 è λ > 0, λ ∈ K, òî λx ≥ 0.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ÷àñòè÷íûå óïîðßäî÷åííîñòè â X è X′
ñîãëàñîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x′ ≥ 0, òî < x, x′ >≥ ≥ 0 ∀x ∈ P+X
(çäåñü P+X  ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ â X, ò. å. ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ,
óäîâëåòâîðßþùèõ íåðàâåíñòâó x ≥ 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè x′1 ≥ x′2,
òî < x, x′1 >≥< x, x′2 > ∀x ∈ P+X . Ïóñòü ÷àñòè÷íûå óïîðßäî÷åííîñòè â
Y è Y′ òàêæå ñîãëàñîâàíû.
Ëåãêî âèäåòü, çàäà÷è (14.3) è (14.4) âêëàäûâàþòñß â îáùóþ ñõåìó,
ñîñòîßùóþ èç ïàðû çàäà÷ àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß:
ïðßìîé çàäà÷è
< x, x′0 >→ max, Ax ≤ y′0, x ≥ 0, (14.5)
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è äâîéñòâåííîé çàäà÷è
< y, y′0 >→ min, A′y ≥ x′0, y ≥ 0. (14.6)
Äëß çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß â àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå
îñòàþòñß â ñèëå ìíîãèå ôàêòû, óñòàíîâëåííûå â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.
Äîêàæåì äâà ïðîñòûõ óòâåðæäåíèß.
Ëåììà 14.1. Åñëè x è y  äîïóñòèìûå ýëåìåíòû, òî
< x, x′0 >≤< y, y′0 >.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x′0 ≤ A′y, òî < x, x′0 >≤< x,A′y > ∀x ∈ ∈ P+X .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Ax ≤ y′0, òî < y,Ax >≤< y, y′0 > ∀y ∈ P+Y . Íî
ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîãî îïåðàòîðà < x,A′y >=< y,Ax >. •
Ëåììà 14.2. Åñëè x0 è y0  äîïóñòèìûå ýëåìåíòû è
< x0, x′0 >=< y
0, y′0 >, òî x0 è y0  ðåøåíèß çàäà÷ (14.5) è (14.6).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y  ïðîèçâîëüíûå äîïóñòèìûå ýëåìåíòû.
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 14.1, < x, x′0 >≤< y0, y′0 >=< x0, x′0 >≤< y, y′0 >.
•
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû àïïðîêñèìàöèè è èíòåðïîëßöèè ñîõðà-
íßþò ïîðßäîê â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: íàïðèìåð, åñëè TX : X → X,
òî èç x ≥ 0 ñëåäóåò x = TXx ≥ 0.
Çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß, àïïðîêñèìèðóþùóþ ïðßìóþ
çàäà÷ó (14.5), ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
< x, S ′Xx
′
0 >→ max, TY ′ASXx ≤ TY ′y′0, x ≥ 0. (14.7)
Çäåñü ýëåìåíòû òî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ çàìåíåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ýëåìåíòû àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, à â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðó-
þùåãî îïåðàòîðà A : X → Y′ âûáðàí îïåðàòîð åñòåñòâåííîé àïïðîêñè-
ìàöèè A0 = TY ′ASX .
Çàäà÷à (14.7) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêæå â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùèõ
ðàññóæäåíèé. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (14.5) â âèäå x = SXx. Ïî-
ëó÷èì
< SXx, x
′
0 >→ max, ASXx ≤ y′0, SXx ≥ 0.
Â ôóíêöèîíàëå ïåðåéäåì îò îïåðàòîðà SX ê äâîéñòâåííîìó, ïåðâîå íåðà-
âåíñòâî ñïðîåêòèðóåì íà ïðîñòðàíñòâî Y′, à âòîðîå  çàìåíèì íà x ≥ 0.
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Òåîðåìà 14.1. Ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷à, äâîéñò-
âåííàß ê çàäà÷å, àïïðîêñèìèðóþùåé ïðßìóþ çàäà÷ó, àïïðîêñèìèðóåò
äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèß äëß äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (14.6). Áóäåì èñêàòü åå ðåøåíèß â âèäå y = SY y. Èç
< SY y, y
′
0 >→ min, A′SY y ≥ x′0, SY y ≥ 0
ñëåäóåò, ÷òî
< y, S ′Y y
′
0 >→ min, TX′A′SY y ≥ TX′x′0, y ≥ 0. (14.8)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷è (14.7) è (14.8) ßâëßþòñß äâîéñòâåííûìè. •
15. Àïïðîêñèìàöèß ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
Ïóñòü X  íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X→ R1  ôóíêöèîíàë,
D  ïîäìíîæåñòâî â X. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îáùåãî âèäà
f(x)→ inf, x ∈ D ⊂ X. (15.1)
Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è (15.1) îáû÷íî óêàçûâàåòñß, ÷òî íóæíî íàéòè: èëè
f∗ = inf
x∈D
f(x)  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (òî÷íåå, òî÷íóþ
íèæíþþ ãðàíü åãî çíà÷åíèé), èëè D∗ = {x ∈ D | f(x) = f∗}  ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ, äîñòàâëßþùèõ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó, èëè è òî, è äðóãîå.
Ìîæåò îêàçàòüñß, ÷òî D∗ = ∅, åñëè íà ýëåìåíòàõ D òî÷íàß íèæíßß ãðàíü
íå äîñòèãàåòñß. Íàèáîëåå æåëàòåëüíà ñèòóàöèß, êîãäà â D∗ ñîäåðæèòñß
òîëüêî îäèí ýëåìåíò.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ýëåìåíòîâ X íàçûâàåòñß ìèíèìèçèðóþùåé
äëß f(x), åñëè f(xn) → f∗ ïðè n → +∞. Åñëè ôóíêöèîíàë îãðàíè-
÷åí ñíèçó, òî åãî òî÷íàß íèæíßß ãðàíü ñóùåñòâóåò. Òîãäà ìèíèìèçè-
ðóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, íî, âîîáùå ãîâîðß,
íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Åñëè D∗ = ∅, òî ìèíèìèçèðóþùàß ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xn ìîæåò ñõîäèòüñß ê ìíîæåñòâó D∗ â òîì ñìûñëå, ÷òî
ρ(xn,D∗)→ 0 ïðè n→ +∞ (çäåñü è äàëåå ρ  ðàññòîßíèå îò ýëåìåíòà äî
ýëåìåíòà, îò ýëåìåíòà äî ìíîæåñòâà èëè îò ìíîæåñòâà äî ìíîæåñòâà).
Ýòî íå âñåãäà èìååò ìåñòî. Íî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèßõ ëþáàß ìèíè-
ìèçèðóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê D∗ ñõîäèòñß. Òîãäà çà ïðèáëèæåííîå
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ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ìîæíî âçßòü f(xN) è xN ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì N .
Ïóñòü X  íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X→ R1  ôóíêöèîíàë,
D  ïîäìíîæåñòâî â X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X, f è D àïïðîêñèìèðóþò
(íèæå óòî÷íèì, â êàêîì ñìûñëå) X, f è D. Ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (15.1)
áóäåì íàçûâàòü òî÷íîé, à çàäà÷ó
f(x)→ inf, x ∈ D ⊂ X (15.2)
 àïïðîêñèìèðóþùåé.
Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñß íå îäíà àïïðîêñèìèðóþùàß çàäà÷à, à
ïàðàìåòðè÷åñêîå èõ ñåìåéñòâî. Ïóñòü n  ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà X.
Àïïðîêñèìèðóþùèå çàäà÷è âèäà (15.2) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
f
(n)
(x(n))→ inf, x(n) ∈ D(n) ⊆ X(n). (15.3)
Â äàëüíåéøåì äëß êðàòêîñòè ôîðìóë âåðõíèé èíäåêñ (n) íå âñåãäà áóäåì
óêàçûâàòü.
Óòî÷íèì, â êàêîì ñìûñëå çàäà÷à (15.2) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (15.1).
Ïîðßäîê àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâà X ïðîñòðàíñòâîì X ìîæíî îöåíè-
âàòü çíà÷åíèåì sup
x∈X
||S T x− x|| (ýòà âåëè÷èíà  ôóíêöèß ïàðàìåòðà n).
Áëèçîñòü ôóíêöèîíàëîâ â òî÷íîé è â àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷àõ îïðå-
äåëßåò âûðàæåíèå
|f(x)− f(Tx)|, x ∈ X
èëè
|f(Sx)− f(x)|, x ∈ X.
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) = f(Sx) (íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñïîñîá àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèîíàëà), òî âòîðîé ñïîñîá îöåíêè áëèçîñòè âñåãäà äàñò
íóëü.
Ïðè ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ D è D, çàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèß â çàäà÷àõ (15.1) è (15.2), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç âûðàæåíèé
ρ(D, S(D)) è ρ(T (D),D). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî D = {x ∈ X | Sx ∈ ∈ D}, òî
ïåðâàß îöåíêà äàåò íóëü. Åñëè âûáðàòü D = T (D), òî âòîðîå âûðàæåíèå
îáðàòèòñß â íóëü. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè äâà ñïîñîáà ñðàâíåíèß ìíîæåñòâ
íåðàâíîñèëüíû.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé D è D â çàäà÷àõ (15.1)
è (15.2) ñîãëàñîâàíû, åñëè Tx ∈ D ïðè ëþáîì x ∈ D è, íàîáîðîò, Sx ∈ D
ïðè ëþáîì x ∈ D.
Âàæíûé âîïðîñ: åñëè òî÷íàß è àïïðîêñèìèðóþùàß çàäà÷è ßâëßþò-
ñß áëèçêèìè, òî íàñêîëüêî áóäóò áëèçêèìè çíà÷åíèß f∗ è f ∗, à òàêæå
íàñêîëüêî áëèçêèìè áóäóò ìíîæåñòâà D∗ è D∗?
Ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà f(x) = f(Sx), î÷å-
âèäíî, f∗ ≤ f ∗. Òîãäà ðàçíîñòü f ∗−f∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîãðåø-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïî ôóíêöèîíàëó.
Â ðàáîòå [ÁÁ] (ñì. òàêæå [Âàñ.ÌÐ], ãë 3, 2) ââåäåíî ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå: ãîâîðßò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (15.3)
àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (15.1) ïî ôóíêöèîíàëó, åñëè
lim
n→+∞ f
(n)
∗ = f∗. (15.4)
Òàì æå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ âû-
ïîëíßåòñß ýòî ðàâåíñòâî ([Âàñ.ÌÐ], ñ. 307, òåîðåìà 1). Ïåðåíåñåì ýòî
óòâåðæäåíèå è åãî äîêàçàòåëüñòâî íà íàø ñëó÷àé.
Òåîðåìà 15.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (15.3) àï-
ïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (15.1) ïî ôóíêöèîíàëó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îòîáðàæåíèß T (n) : X→ X(n) è S(n) : X(n) → X,
÷òî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ (15.1) è (15.3) ñîãëàñîâàíû è âû-
ïîëíßþòñß óñëîâèß
lim
n→+∞[f
(n)
(T (n)x)− f(x)] ≤ 0 ∀x ∈ D, (15.5)
lim
n→+∞[f(S
(n)x(n))− f (n)(x(n))] ≤ 0 ∀x(n) ∈ D(n). (15.6)
Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü yn  òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ D,
÷òî
lim
n→+∞[f(yn)− f∗] = 0 (15.7)
(ò. å. yn  ìèíèìèçèðóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëß f(x)). Ïóñòü y(n) 
òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ D(n), ÷òî
lim
n→+∞[f
(n)
(y(n))− f (n)∗ ] = 0. (15.8)
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Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèß T (n) è S(n) òàê, ÷òî T (n) : x 7→ y(n) ∀x ∈ D è
S(n) : x(n) 7→ y(n) ∀x(n) ∈ D(n).
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
f
(n)
(T (n)x)− f(x) = f (n)(T (n)x)− f (n)∗ + f (n)∗ − f∗ + f∗ − f(x).
Òàê êàê f∗ − f(x) ≤ 0, òî
f
(n)
(T (n)x)− f(x) ≤ f (n)(T (n)x)− f (n)∗ + f (n)∗ − f∗.
Íàéäåì âåðõíèå ïðåäåëû ïðè n→ +∞ ñëåâà è ñïðàâà. Èç (15.4) è (15.8)
ñëåäóåò, ÷òî
lim
n→+∞[f
(n)
(T (n)x)− f(x)] ≤ 0.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
f(S(n)x(n))− f (n)(x(n)) = f(S(n)x(n))− f∗ + f∗ − f (n)∗ + f (n)∗ − f (n)(x(n)).
Òàê êàê f (n)∗ − f (n)(x(n)) ≤ 0, òî
f(S(n)x(n))− f (n)(x(n)) ≤ f(S(n)x(n))− f∗ + f∗ − f (n)∗ .
Íàéäåì âåðõíèå ïðåäåëû ïðè n→ +∞ ñëåâà è ñïðàâà. Èç (15.4) è (15.7)
ñëåäóåò, ÷òî
lim
n→+∞[f(S
(n)x(n))− f (n)(x(n))] ≤ 0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü x ∈ D. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
f
(n)
∗ − f∗ = f (n)∗ − f (n)(T (n)x) + f (n)(T (n)x)− f(x) + f(x)− f∗.
Òàê êàê f (n)∗ − f (n)(T (n)x) ≤ 0, òî
f
(n)
∗ − f∗ ≤ f (n)(T (n)x)− f(x) + f(x)− f∗.
Íàéäåì âåðõíèå ïðåäåëû ïðè n→ +∞ ñëåâà è ñïðàâà. Èç (15.5) ñëåäóåò,
÷òî
lim
n→+∞[f
(n)
∗ − f∗] ≤ f(x)− f∗.
Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê òî÷íûì íèæíèì ãðàíßì. Òîãäà
lim
n→+∞[f
(n)
∗ − f∗] ≤ 0.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü x(n) ∈ D(n). Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
f∗ − f (n)∗ = f∗ − f(S(n)x(n)) + f(S(n)x(n))− f (n)(x(n)) + f (n)(x(n))− f (n)∗ .
Òàê êàê f∗ − f(S(n)x(n)) ≤ 0, òî
f∗ − f (n)∗ ≤ f(S(n)x(n))− f (n)(x(n)) + f (n)(x(n))− f (n)∗ .
Íàéäåì âåðõíèå ïðåäåëû ïðè n→ +∞ ñëåâà è ñïðàâà. Èç (15.6) ñëåäóåò,
÷òî
lim
n→+∞[f∗ − f
(n)
∗ ] ≤ limn→+∞[f
(n)
(x(n))− f (n)∗ ].
Ïóñòü x(n)  òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî f (n)(x(n)) < f (n)∗ +1/n . Òîãäà
lim
n→+∞[f∗ − f
(n)
∗ ] ≤ 0.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
0 ≤ − lim
n→+∞[f∗ − f
(n)
∗ ] = lim
n→+∞
[f∗ − f (n)∗ ] ≤ limn→+∞[f
(n)
∗ − f∗] ≤ 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî (15.4). •
Îòìåòèì, ÷òî ïðè åñòåñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè f(x) = f(Sx) íåðà-
âåíñòâî (15.6) â óñëîâèè òåîðåìû 15.1 âûïîëíßåòñß àâòîìàòè÷åñêè, à
íåðàâåíñòâî (15.5) ïðèíèìàåò âèä
lim
n→+∞[f(STx)− f(x)] ≤ 0 ∀x ∈ D.
Ïîëó÷àåòñß òàê, ÷òî åñëè àðãóìåíò ôóíêöèîíàëà àïïðîêñèìèðîâàòü, à
ïîòîì âîññòàíîâèòü èíòåðïîëßöèåé, òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íå äîëæíî
óâåëè÷èâàòüñß.
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